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Hoofdstuk 1 Complexe getallen

1.1 Nieuwe getallen

1)
a)
b)

©)
d)

e)

2)

3)

4)

b)

2+5)+(4-6i)=6-1i
S-)(5+i)=25+5i-5i+1=26
A+ =A+D)A+i)=1+i+i—-1=2i
i(6+7i)=6i—7

PP =ifiti=—1-—1i=i

A+i)(6-i)+(B—i)=6-i+6i+1+3—i=10+4i

5+5i:5+5i_1+i:(5+5i)(1+i):5+5i+5i—5:&:5i
1-i 1-i 1+i (A-)(1+90) I+i—-i+1 2

3+i 3+i 2+i  (B+iD)2+i) 6+3i+2i—-1 5+50
20 2-i 2+i (2—-i)2+i) 4+2i-2i+1 5
i i 3-4i iG-4) 3i+4 443,
3+4i 3+4i 3—-4i (3+4i)3-4i) 9-12i+12i+16 25 *
5+2i 5+42 —i (5+20)-—i -5i+2

I i —1i i-—1

1+

=-5i+2=2-5i

In(=2) = 0,69 + 3,14 (=In2 +7i)
2" ~ 0,77 +0,64i
e” =-1

38i 1,73 +i (=-/3+i)

z=a+bien z=a—bi

Z;Z=a+bl;a_bl =22a=a,enditishetreéledeelvan z.

z—z a+bi—(a-bi) a+bi—a+bi 2bi

2i 2i 2i 2i
z-z=(a+bi)-(a—bi)=a’ —abi+abi+b* =a’ +b*

—— = b, en dit is het imaginaire deel van z .
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1.2 Het complexe vlak

S)
a)

imaginaire as

2y

0 reél!e as
Z,+ 2,

b) zie a)

¢c) Ja,want z, +z, =z +-z, =z, —z,.

d) Ja, gebruik de kop-staart-methode.

imaginaire as

6)
2+2i=-/2"+2" =/8 =242
Arg(2+2i) =45°

b) [-2+2i=./(-2)*+2> =8 =22

Arg(-2+2i) =135°

©) 2-2i=.2"+(-2)" =/8=22
Arg(2 - 2i) =-45°

d) [3+4i=-/3"+4"=25=5
Arg(3+4i)=531°

e) [10i=-/0"+10% =+/100 =10

Arg(107) =90°

f) [-10/=1/(=10)> +0> =-/100 =10

Arg(~10) =180°

a

A
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7)

8)

9)

a) z,=-3+i:¢ = tan"l(_l?)) ~ —18,4°

z,=3-i:¢= tan_l(_;) ~—-18,4°
b)

imaginaire as

1
Z 1 N\arg(2,)

~ TN
o arg(z,)

I

reéle as

arg(z,) =161,6°
arg(z,) = —18,4°
¢) Natuurlijk niet!

a) z,=1+ienz,=2+3i

zy=2z 2, =(1+1)2+3))=2+3i+2i-3=—-1+5i

b)
imaginaire as

i
Z 2%

2

o) reéle as

‘Zl‘zw/12-|;12 =2
2,/ =22 +32 =13

2= =)} +5% =26
213 =126

c) arg(z,)= 45°
arg(z,) = 56,3°
arg(z,)=1013°
45°+56,3°=1013°

d) De verbanden blijven kloppen, dus:
1. ‘zl 'Zz‘ z‘lezz‘

2. arg(z, -z,) = arg(z,) + arg(z,)

De getallen zijn elkaars geconjungeerde.
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10)
De getallen hebben hetzelfde argument.

11)
Te bewijzen: |2/ =+/z-z.
Bewijs: |2 =/a® +b> en \[z-z = [(a+bi)(a—bi) =-a® - abi +abi+b* =-la® +b* .

12
)a) Te bewijzen: z, -z, =z, -z, met z, =a+bi en z, =c+di.
Bewijs:
z,-z, =(a+bi)(c+di)=ac+adi+bci—bd =(ac—bd) + (ad + bc)i = (ac —bd) — (ad + bc)i
z,-z, =a+bi-c+di=(a-bi)c—di)=ac—adi—bci —bd = (ac —bd) — (ad + bc)i
b) Te bewijzen: ‘zl -zz‘ :\lezz‘ met z, =a+bi en z, =c+di.
Bewijs:

‘Zl 'Zz‘ :\/(Zl 2,) (2, 2,) :\/Zl "Zy ZZ :\/(Zl 'Z)'(zz Z) :\/Zl ';1'\/22 Z :‘Zl"‘ZZ‘

13)z, =a+bienz,=c+dienz=z -z,
¢, =arg(z)) en ¢, = arg(z,) cn ¢ = arg(2)
Te bewijzen: ¢ =¢, +0,

b

c
‘22‘ et +d?
b) z=z -z, =(a+bi)(c+di)=ac+adi+bci—bd = (ac —bd)+ (ad + bc)i
ad +bc
ac —bd
_sin(Q, +¢,) _sin@, cos@, +cos@, sing,
)= cos(p, +¢,) - COS(, COSQ, —sin@, sin@,

tang =

¢) tan(o, +@,

b . c N a . d
d) tan(o, + ):Jaerbz J02+d2 Jaerbz J02+d2 :bC+ad
(Pl q)Z a c b d ac—bd

\/a2+b2 x/cz+d2 \/a2+b2 \/cz+d2
tan(p, +¢,) = tan@
©=0¢,+0,
dus arg(z, -z,) = arg(z,) +arg(z,)
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14)

15)

16)

d)

Arg(l1+i)=45°

L+ =1 +1* =2
arg((1+1)*) = 4-45° =180°
A+ =(2)" =4

Het getal —4 heeft als hoofdargument ook 180° en de lengte van de bijbehorende vector is ook

4.
Arg(l—i) =-45°

1-i=1"+1* =2

arg((1-i)°) = 6--45°=-270° en Arg((1-1)°) = 90°
(-0 =(/2)" =8

dus (1-i)° =8i

‘Zl‘

A _ A
‘Zz‘

Z,

arg(?) =arg(z,) —arg(z,)

2

arg(-2+1i) = 153,43°
Arg((-2+1)'") ~10-153,43°mod 360° ~ 94, 3°
arg(2+3i) = 56,31°
arg(—1+67) = 99,46°

2+3i
(-1+6i)’
arg(i) = 90°
Arg(i°) = 5-90°mod 360° = 90°
arg(2 —2i) = -45°
Arg((2-2i)") = 6-—45°mod 360° = 90°

Arg( )= 56,31°—-2-99,46°mod 360° ~ —142,6°
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17)
a) zz=4
Je weet: ‘z‘ = E, dus |z|2 =z.z.
De getallen z zijn in het complexe vlak de punten die op een cirkel liggen met middelpunt O en
straal 2.

imaginaire as

AN
[ \

0 / reéle as

\
N

b) z+z=0
Als z=a+bi en Eza—bi,danis z+2=a+bi+a—bi=2a=0,dus a=0.
Je krijgt dus z = a + bi = 0+ bi = bi, en dit zijn alle punten op de imaginaire as.

imaginaire as

0 redle as

c)
Als z=a-+bi en z=a—bi,danis |z~ 2 = |a+bi—(a—bi)| =|a+bi—a+bi =[2bi <1.
Dus:
2lpi| <1
[pi] < %
Bl <
bl <+
Dit zijn de punten die minder dan 4 van de reéle as afliggen.
imaginaire as
i
0 reéle as
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1.3 Poolcoordinaten

18)

Te bewijzen: z" =r"(cosn@ +isinng) met z = r(cose +isingQ).
Bewijs:

a)
b)
©)

d)

19)

20)

voor n =1 klopt de formule, want z' = 7' (cosle +isinlp)

stel voor n = k klopt de formule, dus z* = r* (cos ke +isin k)

voor n =k +1 krijgen we:
k+1

2 =282t =¥ (coske +isinke)-r(cosp +ising) = r* - r(cos(kp +¢) +isin(kp +¢)
(volgt uit ‘zl . zz‘ = ‘21‘ - ‘zz‘ enarg(z, - z, ) = arg(z,) +arg(z,)

2 = (cos((k + 1)) +isin((k +1)o)

Door middel van volledige inductie is nu bewezen dat z" = r"(cosne +isinng) en dus dat
(r(cos@ +ising))" =r"(cose +ising)” =r"(cosne +isinng) en dit geeft

(cos@ +isin@)” =cosne +isinng (formule van de Moivre).

6 = 6(cos0°+isin0°)

107 =10(cos90° +isin 90°)

5+5i= @(cos 45°+1isin45°) = Sﬁ(cos 45° +isin45°)

—5+5i =-/50(cos135° +isin135°) = 5-/2(cos135° +isin135°)

5—5i =-/50(cos(—45°) + i sin(—45°)) = 5-/2 (cos(—45°) + i sin(—45°))

2 —i =-/5(cos(=26,6°) + i sin(=26,6)°)

(2-i)* = (\/5)*(cos(4 - —26,6°) +isin(4 - —26,6)°) = 25(cos(—106,3°) + i sin(—106,3)°)

2+i=1/5(cos0,46 + isin 0,46)
(2+i)’ =(-/5)%(cos3-0,46 +isin3-0,46) = 5-/5(c0s1,39 + isin1,39)
1+i= «/E(cos%n +isinim)
(1+i)% = (ﬁ)%(cosg-in +isin}-,m) = @(cos%n +isingm)
—2+4i =-/20(c0s2,03 + isin 2,03)
=244 = (=2 +4i)" = (-/20)* (cos L - 2,03 +isin L - 2,03) = 4/20(cos 1,02 + isin1,02)
2 —i =/5(cos(—0,46) + i sin(~0,46))

1
2-i)
—-2+2i :Jg(cos%n +isinim)

Y=-2+2i =(—2+21‘)~% = (ﬁ)%(cosé-%n +ising-3m) :\E(cos%n +isinm)

=2-i)" = (\5)72 (cos(=2-—0,46) + isin(-2-—0,46)) = £(c0s 0,93 +isin 0,93)
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21)

22)

23)

a) (cosx+isinx)’ =(cosx+isinx)’(cosx+isinx) = (cos’ x+ 2isin xcosx —sin’ x)(cosx +isin x)

(cosx +isinx)’ = cos’ x+isinxcos® x + 2isin xcos” x —2sin’ xcosx —sin’ xcosx —isin’ x
(cosx +isinx)’ =cos’ x +3isinxcos’ x —3sin” xcosx —isin’ x

b) cos3x+isin3x =cos’ x+3isinxcos’ x —3sin’ xcosx —isin’ x
Kijkend naar het reéle deel krijg je: cos3x =cos’ x —3sin’ xcosx.
Kijkend naar het imaginaire deel krijg je: sin3x = 3sinxcos” x —sin’ x .

¢) (cosx+isinx)* =(cosx+isinx)’(cosx+isinx)
(cosx+isinx)* = (cos’ x +3isinxcos” x —3sin* xcosx —isin’ x)(cos x +isin x)
(cosx +isinx)* =cos* x+isinxcos’ x + 3isin xcos’ x —3sin” xcos” x

—3sin” xcos” x —3isin’ xcosx —isin’ xcosx +sin* x

(cosx +isinx)* =cos® x + 4isin xcos’ x —6sin’ xcos” x —4isin’ xcosx +sin* x
Omdat ook (cosx +isinx)* = cos4x +isin4x krijg je:

Kijkend naar het reéle deel: cos4x =cos* x—6sin” cos> x +sin* x.
Kijkend naar het imaginaire deel: sin4x = 4sin xcos’ x —4sin’ xcos x .

De rotatiehoek is het hoofdargument van z, =2 +1,5/, Arg(2+1,5/)=0,64rad .

De vermenigvuldigingsfactor is de lengte van z,, |2+ 1,51" =./2°+1,5* =25.

Het product van 1+7 en 3+4i.
imaginaire as

1+ )3 + 4i)

N

0 redie as

De hoek bij 0 in de driehoek met hoekpunten 0, 3+ 4i en (1+i)(3 +4i) is gelijk aan de

hoofdwaarde van het argument van 1+1.
De vermenigvuldigingsfactor is de lengte van 3+ 4i, en dat is 5.

24)

Het quotiént 2 et Arg(z,) > Arg(z,)>0.
Z;
Je krijgt dan een verkleining van de groene driehoek uit fig. 1.10 uit het boek.
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1.4 Vergelijkingen oplossen

25)
a) 3z+5i=2iz+2
3z—-2iz=2-5i
z(3-2i)=2-5i
2-5i 2—5i.3+2i (2-5)(3+2i))  6+4i—-15i+10 16—11i_176_£i

z = =
3-2i 3-2i 3+2i (3-20)(3+2i) 9+6i—-6i+4 13 Bon

z—1

b) =2

z+1i
z—1=2(z+1)
z—1=2z+2i
—z=1+2i
z=—1-2i

c) (z+i)z—-i)=0
z+i=0vz—-i=0

z=—Iivz=Ii

d) (z+i)(z—-i)=10
z2—zi+zi+1=10

z2=9
z==-3vz=3
e) z.z=16

Alle getallen op cirkel met middelpunt O en straal 4.

26)
a) z2+6z+10=0
D=6-4-1.10=—4

-6—-/—4 —-6++/—4
Z=— —VZ=——"—"—
2 2
—-6-2i —-6+2i
zZ = VZ=
2 2
z==-3—-ivz=-3+i
b) z'=-16

arg(z*) = arg(—16) en‘z“‘ =|-16
4.arg(z)=m+k-2n en‘z‘4 =16
arg(z) = m+k-In en‘z‘ =2
z=2(cosin +isinin)vz=2(cos3m +isinin)

vz=2(cos3m +isinjm)Vvz=2(cosjm +isinm)
=202 +1i2) vz =212+ Li2) vz =200 2 - Li2) vz = 2(- 12 - 1i/2)
z=2+i2vz==\2+i2vz=-2-i2vz==2-i/2
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c)

d)

z* 492 =0

22 (22 +9)=0

z2=0vz’+9=0

z=0vz>*=-9

z=0vz=3ivz=-3i

' =-16i

arg(z*) = arg(-16i) en ‘24‘ = ‘—161"

4-arg(z)=—1n +k-2n en‘z\4 =16

arg(z)=—in +k-imen|z=2

z=2(cos(—gm) +isin(—=3m)) Vv z = 2(cos(—¢m) +isin(—4 7))
vz=2(cosinm +isinin)vz=2(cosim +isinln)

2’ =-1

arg(z’) = arg(~1) en ‘23‘ = ‘— 1‘

3-arg(z)=m +k-2n en\z\3 =1

arg(z)=im +k-2men|z/ =1

z=1(cosim +isinin)vz=1(cosm +isinm)Vv z=1(cos3m +isin3m)

z=1+1lifBvz=-lvz=1-1i/3

(z—1)* =~

arg((z—1)*) = arg(—i) en ‘(z —1)4‘ =|—1

4.arg(z-)=—In+k-2n en‘z—l‘4 =1

=1

z-1

— 1 1
arg(z—1)=—gn +k-Smen
— 3 T 3 — 7 fain 1
z—1=1(cosgm +isingm)Vv z—1=1(cosgm +isingm)
— 11 Tain 1l — 15 T a1 15
vz—1=1(cosgn +isiniym)vz—1=1(cosgm +isinom)
z=1+cosim +isinin vz=1+cosim +isinin

vz=1+cos{n +isin{n vz=1+cosPm +isinIn
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1.5 Complexe functies

27)

a) Neem z=c+di.
f(z2)=f(c+di)=c+di+a+bi=(a+c)+(b+d)i
Het punt is dus getransleerd over (a,b)

b) f(z)=(a+bi) z
‘f(z)‘ = ‘a + bi‘ ‘z‘ en arg( f(z)) = arg(a + bi) + arg(z)
@) =1z =
Het beeld van z ligt dus even ver van O af als z zelf, dus liggen zowel z als f(z) op een cirkel

met middelpunt O.
Ook wordt z over een hoek van arg(a + bi) geroteerd om O.

c) f(z)=(a+bi) -z
\f(z)‘ = \a + bi\ ‘z‘ en arg(f(z)) =arg(a + bi) +arg(z)
Het beeld van z ligt dus een factor ‘a + bi‘ verder van O af als z zelf.

Ook wordt z over een hoek van arg(a + bi) geroteerd om O.

28)
a) f(2)=iz;

imaginaire as

i\ =1, dus een rotatie over arg(i) =90°.

s
e

-1 0 2 reéle as

b) f(z)=z+1-3i; translatie over (1,-3).

imaginaire as

A
T

i

) f(2)=(3+i)z
‘ﬁ + i‘ =2, dus een vermenigvuldiging ten opzichte van O met 2 en een rotatie over

arg(\/g +17) =30°.

imaginaire as

pos—

]
3
4 7
\ >‘ y
# v
e NI z
/
/
Y
s
Sy

Y2
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29)

30)

31)

f(z)=(a+bi)-z+c+di

Deze functie bestaat uit een combinatie van een translatie, rotatie en vermenigvuldiging ten
opzichte van 0.

Bij alle drie de transformatie blijft het beeld gelijkvormig met het origineel.

Beeld van de cirkelsector bij de functie f(z)=z>.

Bij deze functie worden alle argumenten verdrievoudigd en de absolute waarden tot de derde
macht verheven.

Het beeld van de cirkelsector met straal 2 en argument tussen —30° en 30° wordt dan een
cirkelsector met straal (\/5)3 =242 en argument tussen —90° en 90°.

imaginaire as

2

—

a)

b)
©)

De absolute waarden worden gekwadrateerd, dus de afstand van een punt op de lijn tot O wordt
niet een bepaalde factor keer zo groot.
Lijnen door O.

f(2)=2"=4

£(2+0,5)=(2+0,5))° =4+2i—0,25=3,75+2i
fR+)=Q+i)> =4+4i-1=3+4i
f(2+151)=2+1,5)° =4+6i—2,25=1,75+6i
FQ2+2))=(2+2i) =4+8i—4=28i
£(2-0,5)=(2-0,5i)* =4—2i—0,25=3,75-2i
fQ2-i)=Q2-i)’=4-4i-1=3-4i
f(2-1,5))=(2-1,5()> =4-6i-2,25=1,75-6i
f(2-2i)=(2-2i)* =4-8i—4=-38i

Wanneer je de beeldpunten tekent in het complexe vlak zul je zien dat de beeldgrafiek van de
lijn een parabool is met top 4 en snijpunten met de imaginaire as —8; en 8i .
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32)

a)

b)

d)

Dit is een cirkelsector met straal 2 en argument tussen 0 en 17 .

imaginaire as

™N

0 2 redle as

flz)=2’
Argumenten worden 3 keer zo groot en absolute waarden tot de macht 3 verheven.
Dus het beeld is een cirkelsector met straal 2° =8 en argument tussen 0 en 37 .

imaginaire as
_sif -
/’A s \\_&
/ “: e
CoE T of T e redeas
L 2
s 3
N
, 8
f(2)=Az

Argumenten worden 1 keer zo groot en absolute waarden tot de macht } verheven.

Dus het beeld is een cirkelsector met straal 2% =+/2 en argument tussen 0 en 47 .

imaginaire as

\

-=100 reéle as

1

f@)=—

z
Argumenten worden —1 keer zo groot en absolute waarden tot de macht —1 verheven.

Dus het beeld is een cirkelsector met straal 27" =1 en argument tussen 0 en — 47 .

imaginaire as

1
=1 0}/ 2 redlpas
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33) B
2) f(z)= <i>.

Neem z =r(cos@ +isinQ).
Dan is:
1 1

z - r(cos@ +isinQ)

1 I(cos@ —ising)
r (cos@ +isin@)(cosqp —ising)

1 (cose —ising)

r cos’@—i’sin’@
1 (cos@ —ising)
r cos’@+sin’@

:l-(coscp —isinQ)
B

En (l) =l(coscp +ising).
z

Dus arg(l) =@ =arg(z).
V4

De getallen z, 0 en (l) liggen dus op één rechte lijn.
z

b) Cirkel met middelpunt O en straal 1 .

34)
z z 1+i z(1+i z(1+7) 141
fey=2=f e ) 20D T
1-i 1-i 1+i 1+i—-i+1 2 2
Bij deze functie hoort de vermenigvuldiging ten opzichte van O met factor
‘% + %z‘ =/ +@)? = \/% = % = % = %ﬁ gecombineerd met een rotatie over arg(; + 5 i) = 45°.

Een rotatie verandert niets aan de oppervlakte van een figuur, dus kijken we alleen naar de

z=(3+3i)z

vermenigvuldiging met factor %ﬁ .
De vergrotingsfactor k£ =1+/2 houdt in dat de lengtes & keer zo groot worden en de oppervlakte

k* =1 keer zo groot.

10

De oppervlakte van V' was dus — =20.

L
2
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1.6 De formule van Euler

35)
3 xS x7
siInxX=x——+———
o5 7
2 4 6
[sinx]=1—>% 42X 7%
3! 5! 7
x> xt xS
[sinx]'=1-"4+——-"—"+
214 6

[sin x]'=cos x

2 4 6
X X X
cosx=l-—+-———-+
20 41 6
3 5
[cosx]=0— 2% 4 6
2! 41 6!

[cosx]'=—sinx

36)
Volgens Euler is e’® = cos¢ +ising .

(cos@ +ising)" =(e®)" =e" =e™ =cosng +isinne

37)
e’ =cosq +ising
a) e =cosm +isinm =—1
b) e =cos(=1)+isin(=1)

c) e™ =cos7n +isin7n =—1

38)
z=r-€" met r=|z| en ¢ =arg(z)
a) |-5=5enarg(-5=n
Dus —5=5-¢€".
b) [1+i=-/2 en arg(1+i)=1n
Dus 1+i=-/2-¢™.
c) ‘%ﬁ+éi‘:l en arg(5+/3+ i) =¢m

Lni

. Ly
Dus [/3+Ji=1-e" =e" .
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39)
Te bewijzen: e =e
Bewijs:

e’ =cos@ +ising

e’ =cosp —ising = cos(—p)+isin(—p)=e"® =e¢

_I(P

—ip

40)

a) e =cos@ +ising
e ™ =cosp —ising
Optellen van deze twee levert:
e’ +e™ =2cos@
cosp =1(e® +e™)
Dus cosx=1(e" +e™).

b) e =cos +ising
e ™ =cosq —ising
Aftrekken van deze twee levert:
e —e™ =2isin@
sing =L(e” —e™)=—1i(e” —e™)

Dus sinx =—1i(e" —e™).
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1.7 De functie f(z)=¢’

41)
a)

b)

42)

‘1+i‘ =/2 en arg(l+i)=1m

Dus 1+i=x/§-e%i.

=5+7i/=-/74 en arg(-5+7i)=2,191
Dus —5+7i =-/74 - &>V

10-3i =-/109 en arg(10-3i) = -0,291
Dus 10—3i =-/109 - e>""'" .

1245/ =-/169 =13 en arg(12 +5i) = 0,395
Dus 12+5i=13-¢%.

\cosl + isinl‘ =1 en arg(cosl+isinl) =1

i

Dus cosl+isinl=1-¢" =¢'.

J2+2i = (2+2i)°

‘2+2i‘ =-/8 en arg(2+2i)=4m
Dus 2+2i:x/§-e%m-.

En \2+2i = (/8 &™) =4/8e"" .

.| . . Lni Lni
i=lenargi)=1n,dusi=1-e> =e> .
2
1ritip ei((pJ%n)

Dus i-e” =™ - =e =
1.
of . . ST
2i =2 en arg(2i)=4m , dus 2i=2-¢*".

. i dni i Lriti i( +Lﬁ)
Dus 2i-e® =2-¢" -e® =2.7"" =2."",

=3 =3 en arg(-3)=n,dus —3=3-¢".

Dus —3-e =3-¢" e =3."" =3.¢""),

—4i|=4 on arg(~4i) =—1in , dus —4i=4-".

Dus —4i-e® =4.¢ " . =4.¢ 7 = 4.0
1+i=1/2 en arg(1+i)=}n , dus l+i=-/2-"

Dus (1+i)-e" :\/E.e%’”' .o :ﬁ_eiﬂi+iw :\/E.ei(q;w%n).

Complexe getallen

17



43)

44)

b)

76”." — l-,}_cezm
dt

d e seer
76(5+61)t — (5 + 6Z)e(S+61)t
dt

d Y

Le 2it :_2le 2it

dt

7(6500[ + e*iu)t) — l-(oeimt _ime—imt

dt

Te bewijzen: f(z)= f(z+2mi) als f(z)=¢".

Bewijs:

f(z+2mi)=e"" =¢" - =€ -(cos2nm +isin2n) =€ -(1+0) =€ = f(2).

Voor een periodieke functie f(x) met periode ¢ geldt: f(x)= f(x+1).
Dit geldt ook voor f(z) en de periode is 2mi.

Complexe getallen
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1.8 De functie f(z)=Inz

45)
Te bewijzen: Ini =1mi.
Bewijs:
%m‘ 1 P .
e’ =cosim +isinin =i

Dus Ini = Jmi

46)

47)

b)

c)
d)

48)

b)

In(—e) =1+mi

In(—e®) =2 +mi

In(ei) =Ine+1Ini =1+ Jmi

In(-2i) =In(2)+Ini=In2+mi+imi =In2 +3mi
In(-3)=In3+mi

In(37)) =In3+Ini=In3+1mi

In(1+7)=0,347+0,785i
In(67) =1,792 +1,571i
In(—10+5i) =2,414+2,678i
In 0 = niet mogelijk

Te bewijzen: ln% =Ilna—-Inb.

Bewijs:
beide leden zetten we als exponent boven het grondtal e:
linkerlid: ™ =%

Ina

. } e a
rechterlid: e™* ™" = ==

elnb b
De machten zijn gelijk, dus zijn ook de exponenten gelijk.
Te bewijzen: Ina”" =nlna.
Bewijs:
beide leden zetten we als exponent boven het grondtal e:
linkerlid: ™ =a"
rechterlid: "™ = (e"*)" =a"

De machten zijn gelijk, dus zijn ook de exponenten gelijk.

Complexe getallen
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49
)L lijnstuk met eindpunten z, =1+2ien z, =1-2i.
a) Hetbeeld f(L) van L, met f(z)=Inz.
In(z,) =In(1+2i) = 0,80 + L,1 17
In(z,) =In(1-2i) = 0,80 - 1,11i

In(1+ i) ~ 0,35+ 0,79i
In(1-i) ~ 0,35—0,79i
In1=0
imaginaire as
2i ;
7.
-1 0} 1 2 reéle as
3 \‘\
- ~2i

b) Hef beeld g(L) van L, met g(z) =In3z=In3+Inz.
Je neemt het beeld f(L) en schuift het In3 = 1,10 naar rechts.

imaginaire as

by

-1 0 i 2 redleas

c) Hetbeeld A(L) van L, met A(z) =Iniz=Ini+Inz.
Je neemt het beeld f(L) en schuift het Ini = 1,57 naar boven.

imaginaire as
s
P-4} o 9
I
-1’ [¢] 1 reéle as
d)
50)
a) lz — Ini _ellnl _( i)lni _( 1)%1'” :e%ﬂiz :e_%n
b) th :elnl _eZtlm _(eZi)lnt _( 21)lﬂl :eni2 :e—n
F B T
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Hoofdstuk 2 Toepassingen van complexe getallen

2.2 Tweede- en derdegraadsvergelijkingen

14)
_~b
2a

Ve = ) = fgb)
a

a) x;

-b,, -b b* b’ b* 2b* 4dac -b*+4ac b* —4ac
=a-(—) +b—+c=a————+c=— - + = =
2a 2a 4a 2a 4a 4a 4a 4a 4a

b) Als x:xT+i-‘/& en x:xT—i~‘f& nulpunten zijn van f(x) = ax” +bx+ ¢, dan moet
a a

ax’ +bx+c te ontbinden zijn in a(x —(x, +i-|ZL)(x—(x, =i+ [2L)).
a a
Haakjes wegwerken geeft:

a(x—(xp +i- [ 2D (x = (xp —i-,[2L))
a a

=a(x—x, —i- &)(x—xTﬂ'- &)
a a
= a((x—2x,) = (i-\[21)?)
a
_ 2 2 Yr
=a(x” =2xx, +x; ——1-)
a
b* —4ac
b b B
—a(x? = 2x — et () — 2
( 2a ( 2a)
bx b* b’ —-4dac
=a(x’ +—+—~—
( a 4d* 4q° )
2 2
:ax2+bx+b——b dac
4a 4a
2 2
:ax2+bx+——b— dac
4a 4a 4a
=ax’ +bx+c

Dus f(x)=ax”+bx+c geeft de hierboven genoteerde ontbinding, en dit geeft dan de
gevraagde nulpunten.
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c)

d)

AB=x,—-x,
-b

X, is de oplossing van f(x)=2y,:

ax’ +bx+c=2y,

ax’ +bx+c—-2y, =0
D=b>-4-a-(c-2y,)=b" —4ac+8ay,

—b—x/b2 —4ac+8ay, —b—u/b2 —4ac+8ay,
X= VX =

2a 2a
—~b+./b* —4dac+8a
Dus x, = \/ Y .
2a
—b+\/b2—4ac+8ayT —b+\/b2—4ac+8ayT -b
AB=xy—-x,=x= —X; = -
2a 2a 2a
_—b+\/b2—4ac+8ayT +b_\/b2—4ac+8ayT _\/b2—4ac+8ayT _\/b2—4ac+8ayT
- 2a - 2a - 4q> - 4a’

2 2 _
=\/b 4ac+8ayT =\/b 4ac'l+8ay; =\/_yT.1+8ay; =\/ yT_I_ZyT
4 4a a 4a a 4a a a

a’ 4q°
_ —Vr +2y; _ |[Yr
a a

NB: in de uitwerking is de stap van 2a naar v/4a’ gemaakt. Dit kan echter alleen als a > 0.

Als in de functie f a kleiner is dan nul, dan kun je de functie f met -1 vermenigvuldigen zodat a
groter dan nul wordt.

Aangezien x =x, +i- /y—T en x=x, —i-, 1 nulpunten van f zijn, g de lengte van het
a a

lijnstuk 4B (en dus gelijk is aan . Y1 ) is en p de x-codrdinaat van 7, zijn x = p+ig en
a

X = p—iq de nulpunten van f.
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15)

— 2 e
De functie f(x)=ax” +bx+c heeftals x, = 2b en y, = —b44ac (zie opgave 14).
a a

/1.2
Volgens de abc-formule zijn de nulpunten te geven door x = b-vb —4ac en

2a
_—b++/b* —4ac
2a '
Deze oplossingen gaan we omschrijven.

_—b—x/b2—4ac_;b_x/b2—4ac —b «/b2 dac —b 4ac b2—4ac‘l
2a 2a 2a 2a 2 4a* 4a a
1 _
—_ _yT.i:xT_ i
\ a \ a

x_—b+w/b2—4ac_;b+w/b2—4ac —b w/b2 4qc —b 4ac b2—4ac.l
2a 2a 2a 4q° 4a a
\ a V' a \ a

NB: ook hier gaan we er van uit dat a positief is, wanneer je dezelfde uitwerking zou maken met
een negatieve a, dan rolt het tweede nulpunt er als eerste uit, en het eerste als tweede.

16
)a) Aflezen uit de grafiek geeft p =2 (=x,) en g =1(lengte van het halve lijnstuk dat ontstaat
door de lijn y =2 (=2y,) te snijden met de grafiek van f).
Dit geeft als oplossingen van de vergelijking x* —4x+5: x=2+ivx=2—1i.
b) x=2+i geeft y=(2+i)* —4Q2+i)+5=4+4i-1-8-4i+5=0
x=2-i geeft y=(2-i)° —4Q2—i)+5=4-4i-1-8+4i+5=0
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17)
a) Grafiek van ftekenen, snijpunt met de x-as is S(-2,0).

Door S de raaklijn aan de grafiek tekenen, deze heeft richtingscoéfficiént 4 en raakt de grafiek
in R(0,8).
Dus x, =0 en m=4.
Dit geeft als oplossingen van de vergelijking f(x)=0: x=-2vx=2ivx=-2i.
b) Grafiek van ftekenen, snijpunt met de x-as is S(3,0) .

Door S de raaklijn aan de grafiek tekenen, deze heeft richtingscoéfficiént 4 en raakt de grafiek
in R(1,-8).

Dus x,=1en m=4.

Dit geeft als oplossingen van de vergelijking f(x)=0: x=3vx=1+2ivx=1-2i.
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18)
S(x)

X=X

a) Voer een staartdeling uit zodat je kunt laten zien dat

_ w2
qg=xg+axg+b.

x—x¢/x  +ax’ +bx+c\x +ax+x,x+axg +b+x;

3 2
X' —XgX
2 2
ax” +xgx
2
ax” —axgx

2
X, x" +axgx+bx

K 2
XX —XgX

2
axgx +bx +xgx

2
axX —axg

bx +xix +ax; +c
bx —bx

XX +ax; +c+bx

2 3
XgX — Xy

X3 +ax; +bxg +c=0

X +axt +bx+c

=x>+px+q,met p=x,+a en

Dus =x"+ax+xgx+axg +b+x; =x” +(xs +a)x+(x; +axg +b).

X—Xg

b) LET OP: DE OPGAVE MOET ZIJN:

Bewijs dat de lijn y =y, -(x—x,) de grafiek van f(x)=(x—x,)(x’ + px+q) raakt in het

punt R met x, = x, . Hierbij is 7(x,,y,) de top van de parabool y =x"+ px+q.

Jixg)

S
X
/IS R

f(x)z(x—xs)(x2 +p)c+q):x3 +px2+qx—xs ~x2—px5 X —gxg

F'(x)=3x +2px+q—2x, - x— px;
S (eg) =35 + 2 pxg +q = 2 X = i
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19)

b)

We gaan x, uitrekenen:
x)—0 .
TED=0 _ ey

Xp — Xg

ICpre =

(xg —xS)(xﬁ + px, +9q)
Xp —Xg

=3x; +2px, +q—2x; - X, — PXg

Xa+ pXp +q=3x5+2px, +q—2x, X, — pxg (wantpunt R = S)
2X; + pxp —2xg Xy — pxg =0

2X; —2Xg " Xy =— DX, + PXg

25 (X = X5) = =X = X)

2xp ==p

_ 1
Xp=—3P

Als we kijken naar de parabool y = x*> + px + ¢, dan is de x-codrdinaat van de top gelijk aan

Xp = _P_ —1 p=Xx,,enis de y-codrdinaat van de top gelijk aan

2
Ve=xp+px+q=(-ipY+p—-Lp+g=—1p’+q.

De raaklijn door de punten R en § heeft als formule y = f'(x;) - (x—x;).

Nu moeten we nog laten zien dat f'(x,) = y,.
') =f'(=3p)
=3-(=3p)’ +2p-—Fp+q-2x;-—3 p— pxg
=3-3p" =P’ +q+ pxg - pxg
=—3p +q
=y,

2 3
x’ +6x =20 geeft p=6en g =20 dus . %4-% 4

x=3/1-204W +3/1-20-W =2

2 3
x> +8x=24 geeft p=8 en g =24 dus %+%—)W

x=3[124+W +3/1-24-W =2

2 3

x’ —6x=4 geeft p=-6 en ¢ =4 dus qj+p——>W

27

x=3L- 4+ W +3/L-4-W ~2,7321
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20)

21)

a) 4°—15-4=64—-60=4

2 3 2 3
A A S G MY

b) p=-15 en g =4 geeft als discrimant 0 +°—

27 4
Dus W =+/-121=11i.

27

Dit geeft x =3/1-4+11i +3/L-4—11i =3/2+11i +3/2-11i = 4.

c) Wortels uit negatieve getallen hadden toen nog geen betekenis.

d) Zelf doen.

2 3

e) De discriminant is nul als % = —5—7 , ofwel 27¢° =

—4p3
—4p°,dus g =+
p q 27

— . —_— 3
Neem als getallenvoorbeeld p = -3, dit geeft ¢ =+, 42(73) —+/4 =42,

Als vergelijking nemen we x° —3x =2.

Wanneer de op de rekenmachine invoeren y, = x* —3x en y, =2, dan zien we dat er drie

re€le oplossingen zijn, waarvan er twee gelijk zijn.
Voor andere vergelijkingen waarvan de discriminant

nul is, zie je dat er steeds drie re€le

oplossingen zijn, waarvan er minstens twee gelijk zijn.

X +px=q...(1)
Sstel x=u+v en p=-3uv.

Substitutie in (1) geeft u’ +v’ =¢...(2)

Uit p =-3uv volgt v= -
3u
3
substitutie in (2) geeft u® — qu’ — % -0...3)

Vergelijking (3) is kwadratisch in u°.

Een andere oplossing dan in het boek is u°> =

2

Omdat u’> +v° = ¢ krijgje v’ =g —u’ =lg+ %

B

; ...(5)

2 3
Uit (4) en (5) volgt nu x = u+v—3\/‘q q4+§7+i/

En dit is hetzelfde resultaat als formule (6) uit het boek!

2 3

39+ 4 P ...(6)

4 27
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22)

a) X’ +5x>+5x+4=0
5-1.52 5P
-2.54+1.5.5-450

QZ P3

=t W
4 27

x=—%-5+%§Q+W+3J%Q—W
x=-4
b) 3x’ +11x* +32x-12=0
¥+ lx?+2x-4=0
ERE ROy
SRR i
2 3
AN
4 27

x=—LQa3llo+w +3/L0-w
x=1

c) x’+10x* =23
x*+10x* =23 =0

0-1-10° > P
~2.10°+1-10-0--23 > Q
2 3
SIS
4 27
x=-110+3L0+W +3/10-W
x=1
2

23
)x = y—La substitueren in x* +ax® +bx+c =0 geeft:
(y-1a)Y +a(y-Lta)y +b(y-ta)+c=0
(y-1ta)? -2ay+ia*)+a(y’ —tay+ia’)+b(y—Lta)+c=0
yvi-2ay?+ld’y-tay* +2a’y-Ltad+ay’ -2a’y+iad +by—tab+c=0
vi-ta’y+2Za’+by-tab+c=0
vi+by-taly+ta’-tab+c=0
yi+by—taly=-2a'+tab-c=0

yvV+b-1tat)y=-2%a’+Ltab-c=0
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24)
Yy +Ty+p+T* =0
D=T?-4-1-(p+T*)=T>—-4p—4T* =-3T* -4p
D =.[-3T% —4p =/-1-\3T% +4p =i 37> +4p
i _Tﬂ-mwz ~T—i 377 +4p
2 2

y

25
)Te bewijzen: y° + py = ¢ is te herleiden tot (y —T)(y* + Ty + p+T?) =0 met T de oplossing die
te vinden is met behulp van de formule van Cardano, dus 7° + pT =¢q.
Bewijs:
De vergelijking y* + py = g is ook te schrijven als y° + py—g =0
Volgens opgave 18 is y* + py —¢q te ontbinden in (y —T)(y +my + n) waarbij T een reéle
oplossingisvan y° + py—g=0en m=T+0=T en n=T>+0-T+p=T"+p.
Oftewel y® + py —gq is te ontbinden in (y—T)(y + Ty + p+T*), waarmee het bewijs geleverd is.
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26)

a)

b)

X +6x* =25

x> +6x*=-25=0
0-1-6>>P

—2—27-63 +1:6:0--25->0

2 3
Q—+P— d/4
4 27

%/%Q-FW +%%Q—W ->T

—T+i«/3T2+4Px _ +—T—i«/3T2+4P

x=—1-6+Tvx=—1-6+

1
2 3 2
x=1,7913vx=-5vx=-2,7913

2 +x+x-1=0

x* +§x2+§x—%:o

JLOo+W +3[L0-W > T

—T+i«/3T2+4Px _ —T —i\3T* +4P

x=—313+Tvx=—1-7+ 5 =—1-7+ 5
x=1vx~=-0,5+0,8660i v x = -0,5—-0,8660i
3 2
X’ +x +x:6
x+1

X +xT+x=6x+6
x*+x*=5x-6=0
-5-1.1P>p

-2+ 1--5--6>0

2 3
Q—+P——>W
4 27
VLO+W +3[L0-W > T
—T+i«/3T2+4Px_ 11+—T—i«/3T2+4P
SE Y

2 2

x=—1-1+4Tvx=—5-1+

x~23028vx=-2vx~-13028
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