Een benadering van de "Kwadratuur van een Cirkel" m.b.v. de Gulden Snede, bezien in Historisch Tijdsperspectief. 
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Een vierkant en cirkel met dezelfde oppervlakte.

De kwadratuur van de cirkel is een wiskundig vraagstuk, dat voor het eerst is geformuleerd door de geometers in het oude Griekenland. De vraag is of het mogelijk is om, met behulp van alleen passer en liniaal in een eindig aantal stappen een vierkant te construeren met exact dezelfde oppervlakte als een gegeven cirkel. 

Een constructie met passer en liniaal is het construeren van een bepaalde figuur, lengte, hoek of punt in het Euclidische vlak met alleen een (geïdealiseerde) passer en liniaal.

Constructies die niet met deze middelen konden worden uitgevoerd werden door de Grieken uit de klassieke oudheid, en in hun navolging tot in de twintigste eeuw, niet als bevredigend ervaren. De constructies zijn in zekere zin opnieuw actueel geworden door het gebruik van dynamische meetkunde software, waarin dergelijke constructies kunnen worden uitgevoerd.

Het vraagstuk dateert uit de tijd van de uitvinding van de meetkunde, en heeft duizenden jaren lang vele wiskundigen bezig gehouden. Pas in 1882 werd onomstotelijk bewezen dat het vraagstuk onoplosbaar is, al had men al lang een idee van de onhandelbaarheid van het vraagstuk.

Voor de oplossing van het vraagstuk van de kwadratuur van de cirkel met passer en liniaal is de constructie van een lijnstuk met lengte sqr(pi) en daarmee van π (pi) nodig. Al eerder was bewezen dat een constructie met passer en liniaal altijd 'vertaald' kan worden in het oplossen van een kwadratische vergelijking met hele coëfficiënten, en andersom is elke kwadratische vergelijking met gehele coëfficiënten om te zetten in een constructie met passer en liniaal. 

Maar in 1882 bewees Carl Louis Ferdinand von Lindemann dat π een transcendent oftewel een niet-algebraïsch getal is ( x^2 - 2(pi)r^2 = 0  <!--[if !vml]--><!--[endif]--> ). Omdat π niet kan optreden als oplossing van een algebraïsche vergelijking in het algemeen, laat staan van een kwadratische vergelijking, is de constructie van het gevraagde lijnstuk onmogelijk en daarmee ook de kwadratuur van de cirkel.

De wiskundige constante π is een irrationaal getal. Dit houdt in dat π niet als een verhouding van twee hele getallen, niet als een eindige breuk te schrijven is. Dat betekent dat in de decimale voorstelling van π geen zich herhalende periode voorkomt, zoals bij een rationaal getal als de breuk 1/7 wel het geval is: 0,142857142857... etcetera. De waarde van π kan in decimale notatie wel benaderd worden, maar de reeks cijfers achter de komma bevat geen patroon, is telkens anders. 

Een deel van de irrationale getallen is transcendent en ook π blijkt dat te zijn. Dit betekent dat dit getal niet is te schrijven als oplossing van een algebraïsche vergelijking met een eindig aantal termen. Daaruit volgt tevens dat er geen constructie met passer en liniaal bestaat om een rechte lijn te construeren die lengte π heeft. Heel anders dan een getal als √2, dat wel irrationaal maar niet transcendent is, en daarom wel geconstrueerd kan worden: de schuine zijde van een eenvoudig te construeren gelijkbenige rechthoekige driehoek met rechte zijde 1 heeft de lengte √2. Met π is iets dergelijks onmogelijk. 

Een deel van de transcendentale getallen is bovendien een normaal getal. Dat betekent dat in de decimale ontwikkeling van het getal de cijfers van 0 tot en met 9 even vaak voorkomen, maar ook elke willekeurige cijfercombinatie even vaak voorkomt als elke andere willekeurige cijfercombinatie van gelijke lengte. Er is een ontzaglijk aantal decimalen van π berekend en iedere daarop losgelaten statistische toets geeft als resultaat dat dit inderdaad het geval lijkt.

De Griekse wiskundige Archimedes (287 – 212 v.Chr.) was de eerste die het probleem wiskundig aanpakte, daarom werd pi soms constante van Archimedes genoemd. Hij redeneerde aldus: de omtrek van een ingeschreven regelmatige n-hoek is altijd kleiner dan de omtrek van de cirkel, terwijl de omtrek van een omgeschreven n-hoek altijd groter is. 

Hoe groter n genomen wordt, des te nauwkeuriger zijn zowel een onder- als een bovengrens voor de omtrek van de cirkel, π dus, bekend. Archimedes begon met 6-hoeken, maar berekende uiteindelijk de omtrek van in- en omgeschreven 96-hoeken. Zo vond Archimedes dat π moest zitten tussen 223/71 en 22/7. Met het voor berekeningen zeer onhandige Griekse getalsysteem is dat een heel nauwkeurig resultaat. Het gemiddelde van die twee kon als redelijke schatting genomen, decimaal geschreven is dat 3,141851... Archimedes berekende het getal PI tot op 0,001 nauwkeurig!

Een raadsel vormen de afmetingen van de Grote Piramide. De hoogte is 146,73 meter. De omtrek (als je er omheen loopt) is 921,46 meter. Dit zijn niet zomaar getallen! De omtrek is precies gelijk aan 2 x de hoogte (146,73) x  het getal PI (3,14). Hoe wisten de Egyptenaren van het getal PI af? Ze kenden toch niet eens het wiel? pas 2.000 jaar na de grote piramide werd het getal PI ontdekt door de Griek Archimedes om de omtrek van een cirkel te kunnen bereken: de middellijn (diameter) x 3,14 (PI)

De verhouding van de cirkel.
Archimedes heeft ca. 2000 jaar na de veronderstelde bouw van de piramide het getal π (3.14) ontdekt als de verhouding van de cirkel.

Dit wetende rijst de vraag hoe wisten de piramidebouwers dan de oppervlakte en omtrek van een cirkel te berekenen ?

Zou het mogelijk zijn om deze ratio ook te kunnen berekenen met het fibonacci-getal (psi) ?





Eenheidscirkel (met r = 1)










De omtrek is de afgeleide van de oppervlakte

De oppervlakte van een willekeurige cirkel is gelijk aan die van een rechthoekige driehoek waarvan één van de rechthoekszijden gelijk is aan de straal, en de ander gelijk aan de omtrek van de cirkel.


De cirkel van Cheops 






De egyptenaren wisten al dat de oppervlakte van een cirkel gelijk is aan die van een rechthoekige driehoek met een zijde gelijk aan de omtrek van de cirkel en een zijde gelijk aan de straal van de cirkel.  Een cirkel met een straal van 1 heeft een omtrek van 2π.  Een zijde van een rechthoek met de zelfde oppervlakte als die van de cirkel zou dan een lengte hebben van √π.  Voor de oplossing hiervan kozen de egyptenaren voor een benadering. Hier voor gebruikte zij, om een zijde te berekenen, het rationele getal 8/9 vermenigvuldigd met de middellijn van de cirkel. Een zijde heeft dan de lengte van 1,77. Het kwadraat hiervan is gelijk aan de oppervlakte van de rechthoek en aan die van de cirkel, ca. 3,14.

BRON: Rhind Mathematical Papyrus. Britse Museum, Londen. 




Let op:

π is transcendent.

Voor zowel de eenheidscirkel als de cirkel van Cheops geldt bij benadering dat:

De cirkeloppervlakte gelijk is aan de oppervlakte van de grote rechthoek.

De basis van de ingetekende piramide gelijk is aan een kwart van de cirkelomtrek. 




Voor de Cirkel van Cheops geldt bovendien dat 4 * straal (4r) bij benadering gelijk is aan het transcendente getal π.

Voorbeeld uit het artikel met diamer = 9 volgens de egyptische methode



Constructie kwadratuur met passer en lineaal (Benadering kwadratuur met 4 ∕ √ φ ) 
 

 




· Neem een willekeurig middelpunt. 

· Teken de blauwe cirkel met een straal van 1 ∕  √ φ (= 0,786). (is natuurlijk ook te construeren). 

· Teken de zwarte cirkel met een straal van 1. 

· Teken de twee diagonalen (hoek = 45 graden) 

· Neem een centerpunt op het snijpunt van de blauwe cirkel en de x-as. 

· Neem de rode koorde in de passer, zoals aangegeven, en trek de rode cirkelboog totdat deze de zwarte cirkel snijdt. 

· Op het snijpunt van de rode – en de zwarte cirkelboog wordt er een verticale snijlijn (paars) getrokken. 

· Neem nu een centerpunt op het snijpunt van de diagonaal, in het eerste kwadrant, met de zwarte cirkel. 

· Neem hieruit de straal tot in het snijpunt van de van de paarse verticale lijn en de x-as. 

· Trek de groene cirkelboog. 

· Het snijpunt van de groene cirkelboog met de zwarte cirkel geeft nu de locatie van de bovenste horizontale zijde van de vierhoek. 

Herhaal dit voor de overige zijden. (zie onder).








Dus irrationeel en algebraïsch en te construeren met een passer en een cirkel.
Algebraïsch bewijs van de kwadratuur.
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Hiermee heb ik het bewijs geleverd dat voor de berekening van de oppervlakte van een cirkel in vroege tijden gebruik werd gemaakt van het Fibonacci_getal Phi (1,618), of te wel de "Gulden Snede".

In mijn berekeningen voor de benadering van de oppervlakte van een cirkel maakte ik gebruik van de door mij gevonden verhouding:




  

 De Egyptenaren gebruikten hiervoor, als benadering, de breuk 8/9, een rationeel getal.en dus niet transcendent.

In "Historisch Perspectief" gezien zou het dus mogelijk zijn om met de "Gulden Snede" de Kwadratuur van een Cirkel te bewijzen. 

In bovenstaand heb ik, in navolging van de oude Egyptenaren,  dan ook laten zien dat, met gebruikmaking van de "Gulden Snede"  het mogelijk is om, met behulp van alleen passer en liniaal in een eindig aantal stappen een vierkant te construeren met exact dezelfde oppervlakte als een gegeven cirkel. Tevens heb ik hiervoor ook het Algebraïsch Bewijs aan kunnen leveren.

Nogmaals, bovenstaand moet gezien worden in een Historisch Tijdsperspectief. In onze tijd moeten we dit bewijs zien als een benadering voor het oplossen van de "Kwadratuur van een Cirkel", omdat von Lindemann in 1882 al bewees dat π een transcendent oftewel een niet-algebraïsch getal is . Omdat π niet kan optreden als oplossing van een algebraïsche vergelijking in het algemeen, laat staan van een kwadratische vergelijking, is de constructie van het gevraagde lijnstuk onmogelijk en daarmee ook de kwadratuur van de cirkel.

Het wiskundige bewijs van von Lindemann dat de kwadratuur van de cirkel onmogelijk is, heeft veel vrije geesten er niet van weerhouden om toch vele jaren pogingen te ondernemen om het probleem hoe dan ook op te lossen. De nutteloosheid van dergelijke pogingen om het vraagstuk op te lossen, heeft er voor gezorgd dat het in verband wordt gebracht met zaken die niets met het vraagstuk zelf te maken hebben. Het is dan slechts een manier om een nutteloze of vergeefse onderneming uit te drukken.

m.vr.gr.

M.J.Roos

Met dank aan mijn zeer gewaardeerde collega. William Kuppen, voor zijn raad en zijn adviezen alsmede voor zijn hulp van de algebraïsche onderbouwing t.b.v. de bewijsvoering. 
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