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Als je onze wiskundelessen vergelijkt met die van twintig jaar geleden -  afhankelijk van je leeftijd gaat
het om de lessen die je gaf, die je volgde of waar je enkel over hebt horen vertellen -  dan zie je dat er
nu duidelijk meer aandacht gaat naar de toepassingen van de leerstof, naar de problemen binnen of
buiten de wiskunde die deze leerstof motiveren en ermee kunnen worden opgelost. Ik denk dat iedereen
dit een verbetering vindt. De klemtoon lag twintig jaar geleden meer op de ‘exacte opbouw’ , op de
fundering van de begrippen en op waterdicht geformuleerde bewijzen. De meeste collega’s vinden dat
men daar toen mee overdreef. Maar: het gaf de leerkracht wel een veilig gevoel. Je wist precies wat je
moest definiëren en bewijzen en hoe dat moest gebeuren.

Als wiskundeleraar mag en moet je nu zelf veel keuzes maken. Je beslist onder meer hoe diep je ingaat
op de theoretische fundamenten. Bewijs je de stelling van Pythagoras steunend op de oppervlakte van
‘puzzelstukjes’  of met gelijkvormigheidskenmerken van driehoeken? Behandel je in de 6 (8) uur van de
derde graad (nog) de stellingen van Rolle en Lagrange? De tussenwaardestelling en de stelling van
Weierstrass voor continue functies? De middelwaardestelling bij integralen? Bewijs je deze
resultaten, of vind je dat de leerlingen ze ‘ intuïtief’  mogen/moeten aannemen en vertel je hen dat
‘men’  ze ‘kan’  bewijzen? Maar, denk je dan op een regenachtige zondagnamiddag, als we minder
aandacht besteden aan de theoretische fundamenten, leidt dit dan niet tot onkritische leerlingen die
alles voor waar aannemen wat waar lijkt of wat de leerkracht zegt? Moet je hen juist in de
wiskundeles niet leren oppassen met onbewezen, waar lijkende uitspraken?

Deze discussie maakten we onlangs ook binnen de redactie mee. Aanleiding was het bewijs van de
middelwaardestelling van de integraalrekening. Pedro had -  wiskundig-plichtsbewust -  het bewijs in
de klas gegeven, maar vroeg zich nadien toch af of de leerlingen er iets aan hadden. Er is wat over en
weer gemaild en gediscussieerd. Eerst ging het over de pro’s en de contra’s van die
middelwaardestelling en haar bewijs, dan wat ruimer over exactheid en kritische zin in de analyse en
in de wiskunde, zoals in de vorige alinea geschetst. We hadden nood aan een duidelijke visie waarop
we ons kunnen baseren bij het beantwoorden van een dergelijke ‘wiskundige gewetensvraag’ . De
inhoud van het laatste e-mailbericht vind je terug als eerste artikel in het Spinnenweb van dit nummer.
Daarna verstomde de discussie omdat iedereen er eigenlijk mee akkoord ging.

In dit artikel, toegespitst op het bewijs van de middelwaardestelling van de integraalrekening, pleiten
we niet voor een theoretische kaas-met-gaatjes-aanpak (“ men kan bewijzen dat…” ) maar wel voor het
consequent vertrekken van concretere uitgangspunten voor de theorie. Op bepaalde theoretische
finesses in verband met de basisbegrippen, zoals bv. het ‘bestaan’  van een oppervlakte tussen de
grafiek en de x-as (de ‘ integreerbaarheid’ ), zouden we bij de (eerste) behandeling van de leerstof niet
ingaan. Eventueel kunnen de leerlingen op het einde van de cursus geconfronteerd worden met de
problemen die, bij heel rare functies, kunnen ontstaan in verband met de integreerbaarheid en met de
oplossingen die wiskundigen hiervoor bedacht hebben.

Dit alles klinkt misschien nog een beetje vaag, maar op de volgende bladzijde probeer ik het concreter
te maken.

Michel, namens de redactie

Bij de voorkaft: do not worry about your difficulties in mathematics… I can assure you that mine are still
greater.
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Het bewijs van de middelwaardestelling van de
integraalrekening: waar  steun je op?

Michel Roelens

De voorgeschiedenis van deze bijdrage kon je in het redactioneel van dit nummer lezen. We gaan er
hier van uit dat je de middelwaardestelling van de integraalrekening expliciet formuleert en bewijst.

Even opfrissen. De middelwaardestelling van de integraalrekening zegt het volgende.

Als f een continue functie is in [a, b], dan is er minstens een c in [a, b] waarvoor

ò
b

a

dxxf )(  = (b -  a) f(c).

Hoe je de stelling bewijst, hangt af van het standpunt dat je inneemt in verband met de begrippen waar
de stelling op steunt, namelijk continuïteit en integraal.

Standpunt 1

·  Continu over een interval wil zeggen dat de grafiek een ononderbroken lijn is (in dat interval).

·  De integraal is de (georiënteerde) oppervlakte tussen de grafiek en de x-as. Riemannsommen zijn
een middel om deze (georiënteerde) oppervlakte te bepalen.

a b

f

a b

f

c
c
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Bewijs van de middelwaardestelling vanuit standpunt 1

Het rechterlid stelt de (georiënteerde) oppervlakte voor van een rechthoek van b -  a op f(c). We
moeten het gebied tussen de grafiek en de x-as omvormen tot een rechthoek met dezelfde oppervlakte
en aantonen dat de (positieve of negatieve) hoogte het beeld is van een c in [a, b].

Noem m de kleinste en M de grootste functiewaarde van f in [a, b]. We nemen aan dat f niet constant is
in [a, b], want anders is de stelling triviaal. Dus is m < M. De (georiënteerde) oppervlakte van de
rechthoek van b -  a op m is te klein, die van b -  a op M is te groot. Laat je de hoogte van de rechthoek
continu toenemen van m tot M, dan is de georiënteerde oppervlakte op een bepaald moment exact
gelijk aan de integraal. Noem de (positieve of negatieve) hoogte van deze goede rechthoek q. Vermits
f continu is in [a, b], neemt f alle waarden aan tussen m en M en is er dus minstens één c in [a, b]
waarvoor f(c) = q. Hiermee is de stelling bewezen.

Binnen dit standpunt is deze verantwoording (volgens mij) volledig exact. Je kunt je in eerste instantie
concentreren op positieve functiewaarden (tekening links, met ‘oppervlakte’  en ‘hoogte’ ), en daarna
controleren dat het allemaal blijft kloppen wanneer negatieve functiewaarden meedoen (‘georiënteerde
oppervlakte’  en ‘positieve of negatieve hoogte’ , anders gezegd: y-waarden). De gebruikte stellingen
van Weierstrass (het bestaan van m en M) en de tussenwaardestelling (het bestaan van q en c) zijn
binnen dit standpunt evident en hoeven noch geproblematiseerd, noch geformuleerd, noch bewezen te
worden (hoe zouden deze bewijzen er binnen dit standpunt trouwens uitzien?).

Standpunt 2

·  Continuïteit is het waar zijn van een bepaalde uitspraak met kwantoren (voor elke x in [a, b] en

voor elke e in � +
0 � bestaat er een d in � +

0 � zodanig dat voor elke x’  geldt: |x’ -  x| < d impliceert

|f(x’ ) -  f(x)| < e), eventueel via een tussenstap met limieten (continuïteit gedefinieerd met limieten
en limieten gedefinieerd met een e-n-definitie).

·  De integraal is een limiet (of infimum of supremum) van sommen van producten van reële
getallen. Oppervlakte is iets wat we definiëren met integralen en niet omgekeerd. Men wil de
analyse funderen met getallenleer en niet met visuele ideeën.

Binnen standpunt 2 moet de tussenwaardestelling van de integraalrekening bewezen worden waarbij
de integraal als limiet van een rij Riemannsommen tevoorschijn komt en waarbij Weierstrass en de
tussenwaardestelling ook bewezen worden steunend op de e-d-definitie van continuïteit. We werken
dit bewijs hier niet uit maar verwijzen naar handboeken en literatuur.

a b

   f

a b

m

M

m

M

   f
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Welk standpunt kiezen?

Veel handboeken voor de 6 (en 8) uur kiezen op het eerste gezicht voor standpunt 2. Continuïteit is in
het vijfde jaar gedefinieerd aan de hand van limieten of e-d. Bij integralen lees je bij de rij van de
Riemannsommen (of onder- en bovensommen) dat dit de definitie is en bij de ‘oppervlakte’  staat er
‘meetkundige betekenis’ . En het bewijs van de middelwaardestelling van de integraalrekening wordt
gegeven zoals het binnen standpunt 2 past. Weierstrass en de tussenwaardestelling worden
geformuleerd in de stijl “het bewijs valt buiten het bestek van dit boek”  en niet “ je ziet uiteraard
onmiddellijk dat dit zo is” .

Toch gebeurt dit niet helemaal consequent. Zo worden de stelling van Weierstrass en de
tussenwaardestelling niet geproblematiseerd. Er wordt niet uitgelegd waarom deze stellingen (vanuit
standpunt 2) niet zo evident zijn als ze lijken. Veel leerlingen denken dat “ je onmiddellijk ziet dat deze
eigenschappen waar zijn”  en begrijpen niet goed waarom “men het zo ingewikkeld maakt” . Ze steunen
hierbij onwillekeurig op de ‘standpunt 1’ -versie van continuïteit en integraal. Dit illustreert dat het
werken binnen standpunt 2 slechts zinvol is voor leerlingen die inzien dat standpunt 1 zijn
beperkingen heeft. De definitie van continuïteit steunend op kwantoren en reële getallen zou dan
moeten worden gemotiveerd aan de hand van functies waarop de idee van de ‘ononderbroken
kromme’  niet meer kan worden toegepast. En de definitie van integraal als limiet van sommen van
producten van getallen zou moeten worden gemotiveerd met functies waarbij er echt twijfel is over het
bestaan van een eenduidige (georiënteerde) oppervlakte… Het doel van standpunt 2, “de analyse laten
steunen op logica en getallenleer, niet op meetkundige voorstellingen”  zou ook een beetje het doel van
de leerlingen moeten worden. Anders blijven de leerlingen eigenlijk binnen standpunt 1 denken (en
dat levert meestal geen problemen op bij de functies waar zij mee werken), terwijl ze het “erbij
nemen” dat ze bij de theorie flarden van standpunt 2 moeten van buiten leren (meer of minder
afhankelijk van de graad van medelijden van hun leerkracht die meer of minder daarvan ‘ laat
wegvallen’ ).

Ik voel meer voor het volgende alternatief: consequent werken binnen standpunt 1 (integraal is
georiënteerde oppervlakte, Riemannsommen is een manier om die te berekenen of te benaderen…), en
slechts achteraf aan de leerlingen van wiskundige richtingen iets vertellen over het bestaan van
standpunt 2 en (vooral) het waarom ervan. Het weinige dat de leerlingen dan zouden vernemen over
standpunt 2 zou beter gemotiveerd gebeuren. In onze loep over integralen in de jaren stilletjes (UW
6/2, 1990) deden we dat ook: in een allerlaatste hoofdstukje de leerlingen confronteren met functies
die ‘niet integreerbaar’  zijn, en daar iets over vertellen. Iets gelijkaardigs zou kunnen gebeuren met het
limietbegrip: werken met limieten aan de hand van formuleringen als ‘dichter en dichter gaan naar’ , en
nadien even laten zien hoe Cauchy erin geslaagd is om het limietbegrip volledig te laten steunen op
logica (kwantoren…), ongelijkheden en reële getallen, zonder nog te moeten verwijzen naar
oneindigheid of beweging. Bij zo’n precisering achteraf is het dan niet de bedoeling om ‘alles over te
doen maar nu serieus’ , maar wel om exemplarisch iets te laten zien van het bestaan van een abstractere
aanpak van de analyse.

Nog even samenvatten: liever consequent binnen standpunt 1 werken en de leerlingen wel iets laten
zien van het andere standpunt, dan met standpunt 2 te werken waarbij bepaalde bewijzen worden
‘weggelaten’  en waarbij niet echt gemotiveerd wordt waarom de zaken (volgens leerlingen die
eigenlijk toch binnen standpunt 1 denken) ‘nodeloos ingewikkeld’  worden gemaakt in de theorie.
Standpunt 2 is pas zinvol bij een tweede kennismaking, in het secundair of erna, en enkel voor die
leerlingen die hier iets aan hebben.
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Kansrekenen in het casino

Pedro Tytgat

Realistische kansspelen vormen al eeuwen een uitdagende context voor wiskundig onderzoek. In de
toepassing hieronder is ICT geen rekenmiddel, maar een leermiddel: het geeft leerlingen
mogelijkheden die ze vroeger niet hadden en die hen kan helpen geziene of nieuwe theorie in een
breder kader te plaatsen.

De theorie in kwestie omvat:

·  discrete kansverdelingen,

·  rekenregels voor verwachtingswaarde en variantie van onafhankelijke stochasten,

·  de normale verdeling,

·  een mooie aanleiding om kennis te maken met de centrale limietstelling, mocht die niet in de
cursus statistiek of kansrekenen behandeld worden.

a. Een concreet gokspel

Men biedt je aan om een gokspel te spelen. Je gooit een eerlijke dobbelsteen op en ontvangt het
kwadraat van het aantal ogen dat je verkrijgt (de munteenheid doet hier niet ter zake). De inzet
bedraagt 18 eenheden. Deze spelregels trof ik aan in [1]. Je wilt je winstkansen eerst onderzoeken.

Noem X je netto winst in één spelletje. De kansverdeling van X is dan, in tabelvorm en grafisch:

Je verwachte winst per spelletje is: 
6

1

E( ) P( ) 2,83i i
i

X x X x
=

= × = = -å  eenheden. Indien je het spel heel

vaak zou spelen, zou je dus gemiddeld 2,83 geldeenheden per spel verliezen. Zoals bij de meeste
betalende gokspelen is deze waarde negatief. Maar je kunt ook geluk hebben en in één keer tamelijk
wat geld terugverdienen…

Je wilt daarom ook eens onderzoeken wat de verdeling van de winsten is wanneer je het spel n keer
speelt.

x P(X = x)

– 17 1/6

– 14 1/6

– 9 1/6

– 2 1/6

7 1/6

18 1/6

– 18 19
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b. Een eerste onderzoek via simulaties

Persoonlijk zie ik niet meteen hoe ik de kansverdeling van 
1

n

i
i

Y X
=

= å , met

iX  de winst in het i-de spelletje, exact zou moeten opstellen. Alleen al het
bepalen van de mogelijke waarden van Y lijkt me geen sinecure.

Door middel van een eenvoudige simulatie kan de kansverdeling echter
wel empirisch onderzocht worden. Hiernaast zie je het volledige
commando op de TI-83 (zie ook [2]) en hieronder een opbouw stap per stap:

·  randInt(1, 6,n) genereert n (=10) worpen met een eerlijke dobbelsteen ®  { 3 6 1 1 1 6 3 3 4 4}

·  randInt(1, 6, n)^2–18 genereert de winsten voor n worpen ® { –9 18 –17 –17 –17 18 –9 –9}

·  sum(randInt(1, 6, n)^2–18) geeft de totale winst na n spelletjes ® –46

·  seq(sum(randInt(1, 6, n)^2–18), X, 1, 750) voert dit 750 keer uit ®    { –46 6 –68 –2 26 –49 …}

Hieronder vind je een grafische voorstelling van de resultaten van een simulatie voor n = 10, n = 25,
n = 40 en n = 100. Hierbij zijn de uiterste waarden op de x-as aangegeven.

–128 111

n = 10

–230 152

n = 25
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Het is logisch dat de te verliezen bedragen groter worden, gezien elk spel gemiddeld verlieslatend is;
vandaar dat de x-waarden hierboven steeds negatiever worden.

Maar nog interessanter is de vorm van de gesimuleerde kansverdeling: die lijkt sterk op de normale
verdeling! Indien dit zo is, kunnen allerlei kansen snel berekend worden.

Gebruik makend van het gemiddelde en standaardafwijking van elke
simulatie, wordt uit de grafieken hieronder snel duidelijk dat de
benadering door de normale verdeling voor toenemende n steeds beter
wordt. (Hiernaast staat Sx voor de standaardafwijking van een steekproef
en Xscl voor de klassenbreedte van het histogram; de andere symbolen
hebben de klassieke betekenis. De factor n*Xscl zorgt ervoor dat de
oppervlakte onder de normale kromme dezelfde is als die van het
histogram zodat beide vergeleken kunnen worden.)

30,2 ; 37,7x s= - = 67,0 ; 58,3x s= - =

114,3 ; 77,9x s= - = 283,8 ; 123,2x s= - =

c. De centrale limietstelling aan het werk

Het kan verbazend lijken dat de discrete (en ongelijkmatige) verdeling van iX  aanleiding geeft tot een

normale verdeling van 
1

n

i
i

Y X
=

= å . Nochtans was dit perfect voorspelbaar. De simulatie hierboven

illustreert immers niets anders dan de centrale limietstelling.

Deze cruciale stelling zegt dat een som Y van n onafhankelijke toevalsvariabelen iX , die alle

eenzelfde verdeling hebben, bij benadering normaal verdeeld zal zijn, ongeacht de verdeling van iX ,
en dat die benadering steeds beter wordt naarmate n toeneemt.

–630 130

n = 100

–353 177

n = 40
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Deze stelling kan in de derde graad van het ASO vermeld worden in de cursus statistiek, waar ze
gebruikt wordt om te verantwoorden waarom de verdeling van de steekproefproporties voor voldoende
grote n de normale verdeling is. Of misschien komt ze aan bod bij de behandeling van binomiale
variabelen, die een som van Bernouilli-variabelen zijn.

De Centrale Limietstelling zegt echter niet wat de parameters m en s van die normale verdeling zijn.
Daartoe zijn enkele rekenregels voor (discrete) toevalsvariabelen vereist, met name die voor sommen
van toevalsvariabelen.

We herhalen ze hier even. Als twee onafhankelijke toevalsvariabelen 1X  en 2X  als verwachtings-

waarde 1E( )X  resp. 2E( )X  en variantie 1Var( )X  resp. 2Var( )X  hebben, dan kan men met

elementair rekenwerk aantonen dat 1 2 1 2E( ) E( ) E( )X X X X+ = +  en dat 1 2Var( )X X+ =

1 2Var( ) Var( )X X+ . Voor een som van twee identiek verdeelde variabelen geldt dus:

1 2 1E( ) 2E( )X X X+ =  en 1 2 1Var( ) 2Var( )X X X+ = .

Voor de toevalsvariabele hierboven:

1
1 1

E( ) E E( ) E( ) 2,83
n n

i i
i i

Y X X n X n
= =

æ öm= = = = × = - ×ç ÷
è ø
å å .

De variantie van de winst voor één spelletje is:

2 2

1 1

1
Var( ) ( ) P( ) ( 2,83) 149,14

6

n n

i i i
i i

X x X x x
= =

= - m = = + =å å ,

zodat we voor n spelletjes vinden: Var( ) 149,14Y n= × . De standaardafwijking voor Y is bijgevolg

149,14 12,21n ns = × = × . Voor n = 10, 25, 40 en 100 vinden we:

n = 10 n = 25 n = 40 n = 100

m – 28,3 – 70,75 – 113,2 – 283

s 38,6 61,05 77,22 122,1

Deze waarden vinden we benaderend terug in de simulatieresultaten, zoals op de vorige bladzijde
onder de grafieken aangegeven werd.

d. Winstkansen m.b.v. de normale verdeling

Na n spelletjes spelen (met n voldoende groot, pakweg 25 of meer) wordt de discrete kansverdeling

voor de winst benaderd door ( )2,83 ; 12,21Norm n n- . Hiermee kunnen we een aantal aspecten van

het spel onderzoeken.

Kans op winst in functie van n

Hiervoor berekenen we de oppervlakte onder de normale kromme voor x-waarden (winsten) groter
dan nul. Met wat elektronische rekenhulp vind je voor n = 25, 40 en 100:
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Je kans op winst neemt af naarmate je het spel meer speelt. Vandaar een eerste tip: blijf weg uit het
casino…

Meer algemeen kun je die kans laten tekenen als een functie van n via het voorschrift (n wordt x):

( )0 ; ; 2,83 ; 12,21y normalcdf x x= + ¥ - .

Deze functie berekent de oppervlakte over het interval [0, +¥ [ van

de verdeling ( )2,83 ; 12,21Norm n n- . De grafiek geeft duidelijk

aan dat je kans op winst monotoon afneemt naarmate je het spel
langer en langer blijft spelen.

(Merk op dat de keuze van het assenstelsel niet toevallig is: het
scherm van de TI-83 bevat 94 pixels. Door 94 eenheden op de x-as te kiezen, komt elke pixel precies
overeen met een gehele x-waarde (of hier dus n-waarde). Dit merk je wanneer je TRACE uitvoert.)

Vanaf welke n heb je een te kleine kans om te winnen?

Stel dat je wel van risico houdt, of dat je gewoon heel erg rijk bent. Je wilt dus wel wat geld riskeren,
maar je wilt je kans op verlies toch kleiner dan 95% houden. Hoeveel spelletjes mag je dan maximaal
spelen?

Voor elke normale verdeling ( , )Norm m s  geldt dat de ‘ linker’  95%

van de oppervlakte zich uitstrekt van –¥  tot 1,64m+ ×s .

We moeten er dus voor zorgen dat 1,64 0m+ ×s ³ . Voor ons gokspel

betekent dit dat 2,83 1,64 12,21 0n n- + × ³ .

De irrationale vergelijking 2,83 20,02n n=  heeft als (reële)
oplossingen n = 0 en n = 50,1. Speel je dus meer dan 50 spelletjes, dan
is je kans op winst kleiner dan 5%.

n = 51n = 50

0 94
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e. Dit onderzoek kan uitgebreid worden

Het kansspel dat hier onderzocht werd, kan gerust vervangen worden door een ander spel. Indien
verschillende groepjes leerlingen hier simultaan aan werken, elk met een ander startspel, zal het
wellicht extra verbazend zijn dat de winstverdelingen in de verschillende groepjes de normale
verdeling blijkt te zijn. Verrassingen zijn sterke leermomenten…
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De BMI van de kabouter

Johan Deprez

De aanleiding voor deze bijdrage wordt gevormd door twee teksten die eerder in Uitwiskeling
verschenen. Lang geleden werd in [1] uitgerekend dat de kabouter die door Rien Poortvliet en
Wil Huygen beschreven wordt in [2] in feite veel te zwaar is. (Rond dat onderwerp is ook een
workshop doorgegaan op de ‘studie/feestdag’  voor het 20-jarige bestaan van Uitwiskeling, zie
www.uitwiskeling.be.) In de loep van UW 21/1 (wiskunde en biologie) werd (onder meer) ingegaan
op het verband tussen gewicht en lengte van een persoon. Als je beide teksten naast elkaar legt, dan
valt op dat ze het verband tussen lengte en gewicht op een verschillende (en tegenstrijdige manier)
beschrijven.

Een wiskundig model van de derde graad

In het artikel over de kabouter wordt gesteld dat het gewicht varieert volgens de derde macht van de
lengte. Als je uitgaat van een gelijkvormige vergroting en als je veronderstelt dat het soortelijk
gewicht van kabouters en mensen gelijk is, dan is dat inderdaad het verband dat je moet gebruiken.
Als een figuur gelijkvormig vergroot of verkleind wordt met een zekere factor, dan wordt het volume
vermenigvuldigd met de derde macht van deze factor. En het gewicht is evenredig met het volume.

Een van de eindtermen voor de tweede graad ASO sluit naadloos bij het verhaal van de kabouter aan.
Eindterm 44 luidt als volgt:

De leerlingen kunnen effecten van schaalverandering op inhoud en oppervlakte berekenen.

De eerste werktekst hieronder introduceert het derdegraadsmodel op niveau van leerlingen van het
vierde jaar.

Een wiskundig model van de eerste en van de tweede graad

In de loep over wiskunde en biologie worden twee andere wiskundige modellen gebruikt. In het ene
wiskundige model is het verband van de eerste graad:

gewicht (in kg) = lengte (in cm) – 100.

Het tweede wiskundige model maakt gebruik van de BMI, de Body-Mass-Index, gedefinieerd als
volgt:

BMI = 
2 2

gewicht (in kg)
lengte (in m )

.

Als we uitgaan van een vaste waarde voor de BMI (bijvoorbeeld 22), dan wordt het verband tussen
gewicht en lengte beschreven door een functie van de tweede graad:

gewicht (in kg) = 22 lengte2 (in m2).

Naast deze twee modellen, die vrij grondig uitgewerkt worden, wordt er in de loep ook kort verwezen
naar het derdegraadsmodel.
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Twee werkteksten

De twee werkteksten die je hieronder vindt, zijn bedoeld als een aanvulling op de werkteksten uit de
loep. Zoals gezegd introduceert de eerste werktekst het derdegraadsmodel. De tweede werktekst legt
de band met BMI. De eerste werktekst is ook los van de werkteksten over BMI te gebruiken. Hij kan
een rol spelen in het kader van het realiseren van de eindterm die hierboven aangehaald werd.

Een werktekst over het derdegraadsmodel

We werken in de eerste werktekst tegelijkertijd voor een eenvoudige en regelmatige figuur (een
balkvormig blok hout) en een veel grilliger figuur (een beeldje dat uit het blok gesneden wordt). De
eenvoudige figuur zorgt er voor dat het effect van de schaalverdeling op de inhoud en het gewicht
gemakkelijk te berekenen is. De ingewikkelder figuur zorgt ervoor dat de leerlingen inzien dat het
geconstateerde effect op de inhoud algemeen van toepassing is. Het beeldje stelt niet toevallig een
mens voor: in de volgende werktekst leggen we de link naar de BMI.

Grote en kleine beeldhouwwerkjes

Mijn vader is een houtbewerker die ondertussen met pensioen is. Nu hij wat meer tijd heeft,
wil hij gaan beeldhouwen. Uit een blok hout wil hij een herderinnetje snijden om op de
buffetkast te zetten. Hij zal eerst bij wijze van oefening een klein herderinnetje maken en
daarna zal hij een groter maken. Hij start met een blok dat 25 cm hoog is, 10 cm breed en
6 cm diep. Het hout dat hij gebruikt, heeft een soortelijk gewicht van 900 kg per 3m . Hij
schat dat hij ongeveer de helft van het blok weggesneden zal hebben wanneer het
herderinnetje af is.

1. Hoeveel zal zijn kleine herderinnetje (ongeveer) wegen?
(ongeveer 675 g)

Na enkele uren snijden, staat er een mooi, klein herderinnetje op de werktafel. Profijtig als
mijn vader is, heeft hij geen stukje teveel weggesneden: het meisje is 25 cm lang, tussen de
ellebogen van haar gekruiste armen is er 10 cm en tussen de vóór- en achterkant zit er 6 cm.

Het grote herderinnetje moet precies dezelfde vorm hebben als het kleine. Daarom heeft ook
het blok hout voor het grote herderinnetje dezelfde vorm als dat voor het kleine
herderinnetje. Hij wil dat het herderinnetje 50 cm hoog wordt.

2. Wat zijn de afmetingen van het blok? En hoe zwaar zal het grote herderinnetje
worden? Hoeveel keer zwaarder is dat dan het kleine herderinnetje? Geef een
verklaring hiervoor.
(De afmetingen van het blok zijn 122050 ´´  cm en het gewicht van het grote
herderinnetje is 5,4 kg. We stellen vast dat het herderinnetje niet 2, maar 8 keer zo
zwaar geworden is. Dat kun je gemakkelijk als volgt begrijpen: het herderinnetje is
niet enkel twee keer zo hoog geworden, maar het is ook twee keer zo breed geworden
en ook de afstand tussen vóór- en achterkant is twee keer zo groot geworden. Het
volume, en dus ook het gewicht, is dus drie keer na elkaar vermenigvuldigd met 2.)
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In het algemeen geldt:

·  als je van een driedimensionale figuur de hoogte, de breedte en de diepte met eenzelfde
factor r vermenigvuldigt, dan wordt het volume van die figuur vermenigvuldigd met r3;

·  als het om een fysisch object gaat en als het soortelijk gewicht niet verandert, dan
wordt ook het gewicht met 3r  vermenigvuldigd.

Je zou dergelijke herderinnetjes natuurlijk nog in veel andere verschillende groottes kunnen
maken.

3. Schrijf het gewicht G van het herderinnetje (in kg) in functie van haar lengte h (in m).

(Als de lengte van het herderinnetje h is, dan is de vergrotingsfactor r gelijk aan 
25,0
h

.

Dan is 675,0
25,0

3

×÷÷
ø

ö
çç
è

æ
=

h
G , of na uitwerking: 32,43 hG ×= .)

We vinden dus:

als fysische objecten gelijkvormig zijn en hetzelfde soortelijk gewicht hebben, dan is hun
gewicht evenredig met de derde macht van hun hoogte.

Mijn vader zou er ook voor kunnen kiezen om het grotere herderinnetje niet dezelfde vorm
te geven als het kleine herderinnetje maar haar wat slanker te maken. Hij zou bijvoorbeeld
kunnen vertrekken van een blok van 50 cm hoog, 15 cm breed en 8 cm diep.
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4. Verklaar, zonder het gewicht daadwerkelijk uit te rekenen, dat het gewicht van dit
slankere grote herderinnetje niet 8, maar nu slechts 4 keer het gewicht van het kleine
herderinnetje zou zijn.

(De lengte wordt vermenigvuldigd met 2, de breedte met 
2
3

 en de diepte met 
3
4

. Het

volume en het gewicht worden dus vermenigvuldigd met 
3
4

2
3

2 ´´ , d.w.z. met 4.)

Een werktekst over BMI en het derdegraadsmodel

Als we uitgaan van een vaste BMI, dan wordt het verband tussen gewicht en lengte beschreven door
een tweedegraadsfunctie i.p.v. een derdegraadsfunctie. Om gezond te zijn, mogen grote mensen dus
geen gelijkvormige kopie zijn van kleine mensen. Dat wordt in de onderstaande werktekst uitgewerkt.

Lengte en gewicht van een mens

Om na te kijken of je gewicht in overeenstemming is met je lengte, kun je bijvoorbeeld
gebruik maken van de body-mass-index (BMI):

BMI = 2 2

gewicht (in kg)
lengte (in m )

.

Je gewicht is normaal als je BMI tussen 18 en 25 ligt.

Jan is nogal klein: hij meet 1,60 m. Hij weegt 64 kg en heeft dus een BMI van 25. Net op
het randje dus. Piet is de vriend van Jan en hij is groot. Hij meet 2 m. Hij heeft dezelfde
BMI als Jan.

1. Hoeveel weegt Piet?
(100 kg)

2. Hoeveel zou Piet wegen als hij precies dezelfde vorm had als Jan (alleen groter)? En
welke BMI zou hij dan hebben?
(Om de lengte van Piet te vinden, moet je de lengte van Jan vermenigvuldigen met de
factor 1,25. Als Piet precies dezelfde vorm heeft als Jan dan moeten we het gewicht
van Jan vermenigvuldigen met 325,1  om het gewicht van Piet te vinden. Piet zou dan
125 kg wegen. Hij zou dan een BMI van 31,25 hebben.)

Hieruit leiden we af dat Piet niet dezelfde vorm heeft als Jan. In werkelijkheid weegt hij een
stuk minder dan wanneer hij dezelfde vorm zou hebben als Jan. Hij is dus slanker. In
vergelijking met die van Jan is zijn lengte vermenigvuldigd met 1,25 (of is ze met 25%
toegenomen), maar zijn breedte en diepte zijn met een kleinere factor (of een kleiner
percentage) toegenomen.

3. Met welke factor moeten we het gewicht van Jan vermenigvuldigen om het gewicht
van Piet te krijgen? Breng deze factor in verband met de formule voor de BMI.

(De gezochte factor is 1,5625. Dat is 225,1 . Bij een constante BMI is het gewicht
evenredig met het kwadraat van de lengte. Als de lengte met een zekere factor
vermenigvuldigd wordt, vermenigvuldigt het gewicht dus met het kwadraat van die
factor.)



het spinnenweb

15

4. Jan gebruikt een broeksriem van 80 cm. Hoe lang zou de broeksriem van Piet zijn?
(We moeten ons eerst afvragen met welke factor de horizontale afmetingen van Jan
vermenigvuldigd worden. We zullen in beide horizontale richtingen met eenzelfde
factor f werken. Uit de vorige oefeningen weten we dat 1,25 f 2 = 1,252. Bijgevolg is

...118,125,1 ==f De omtrek wordt met f vermenigvuldigd. De riem moet dus

25,180×  = 89,44… » 89,4 cm lang zijn.)
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Oppervlakte en volume door  de eeuwen heen
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1. Inleiding

a. Geschiedenis in de wiskundeles?

De begrippen die in de wiskundeles aangebracht en gebruikt worden, hebben een hele geschiedenis
achter de rug. Sommige begrippen zijn op een welbepaald moment ingevoerd, binnen een specifieke
context en vanuit bepaalde problemen. In dat geval is het zowel voor de leerkracht als voor de
leerlingen interessant om te weten wat deze context was en welke problemen tot het begrip geleid
hebben. Je begrijpt beter wat de betekenis is van een begrip als je weet waar het vandaan komt.
Andere begrippen lijken er altijd geweest te zijn: ‘getal’ , ‘ functie’ , ‘oppervlakte’ , ‘volume’… Toch is
dit niet het geval, althans niet in de vorm die we nu kennen. Deze begrippen hebben een hele evolutie
doorlopen. Een getal was in het Oude Griekenland niet wat het nu is. We hebben soms de neiging om
de resultaten uit het verleden te bekijken vanuit de huidige betekenis van de begrippen. Denk maar aan
uitspraken zoals “De Pythagoreeërs bewezen dat 2  een irrationaal getal is.”  Wat zij vaststelden,
komt in principe wel hierop neer, maar deze formulering is een anachronisme om u tegen te zeggen…

Historische aspecten van het getalbegrip en van het functiebegrip kwamen aan bod in respectievelijk
UW 18/2 en UW 14/1. In deze loep willen we de meetkundige basisbegrippen ‘oppervlakte’  en
‘volume’  vanuit een historisch perspectief belichten.
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b. Waar deze loep (niet) over  gaat

We willen het in deze loep hebben over de geschiedenis van oppervlakte en volume als meetkundige
grootheden en niet over de geschiedenis van de integraalrekening. Dit laatste lijkt ons meer een
onderwerp voor een afzonderlijke loep. Maar als je even neust in de geschiedenis van oppervlakte en
volume, is de “analyse avant la lettre”  alom tegenwoordig en niet te vermijden. Bij de oppervlakte van
vlakke figuren kom je al een heel eind met knippen en plakken: uit de oppervlakte van een rechthoek
kun je die van een driehoek afleiden en hieruit die van een parallellogram en een trapezium. Maar bij
volume lukt dit niet zomaar: het volume van een willekeurig viervlak is één derde van dat van een
prisma met zelfde grondvlak en hoogte, maar (helaas) kun je drie congruente kopieën van dat viervlak
niet zomaar aan elkaar plakken om er een prisma van te maken. Veel historische methodes om
volumes te bepalen, komen erop neer dat de lichamen in “een groot aantal extradunne plakjes”  (of een
oneindig aantal oneindig dunne plakjes) worden gesneden en dat men de oppervlaktes van deze
plakjes vergelijkt. Dit komt natuurlijk heel dicht in de buurt van wat er bij integralen gebeurt. Ook al
hebben we het in deze loep niet over integralen, toch kunnen we dus enkele voorlopers van
integraalredeneringen niet vermijden.

De geschiedenis van oppervlakte en volume is zo uitgebreid dat we een keuze moesten maken. We
werkten slechts enkele thema’s uit:

·  het volume van een piramide (de fameuze factor ‘1/3’ ) in paragraaf 2;

·  het volume en de oppervlakte van een bol in paragraaf 3;

·  de oppervlakte onder een cycloïdenboog in paragraaf 4.
Er zijn zeker nog andere fragmenten die het uitwerken waard zijn. Niets houdt de lezer en zijn
leerlingen tegen om dit zelf te doen.

Soms volgen we tamelijk getrouw de historische aanpak maar soms laten we de leerlingen ook op
‘hun’  hedendaagse manier dezelfde historische resultaten narekenen en naredeneren. Het is hierbij wel
belangrijk dat ze zich dan van de anachronistische aard van de aanpak bewust zijn.

Je kunt het materiaal van deze loep op twee manieren in de klas gebruiken. Ofwel integreer je her en
der een fragmentje bij de aanbreng van de leerstof. In dat geval denken we dat de paragrafen 2 en 3 in
de tweede graad passen en paragraaf 4 in de derde graad. Een tweede mogelijkheid is er één project
van te maken, bv. binnen de ‘vrije ruimte’  in de derde graad. Leerlingen kunnen dan uiteraard naast
deze loep nog andere bronnen raadplegen.

c. Oppervlakte en volume door  de eeuwen heen

Het meten van oppervlakten en volumes is ouder dan de straat. Van de Egyptenaren ten tijde van de
farao’s (derde millennium v. Chr.) zijn papyrusrollen met hiëroglyfen overgebleven en van de
Mesopotamiërs (vanaf 2000 v. Chr. in wat nu Irak is) zijn kleitabletten bewaard. Hiermee weten we
dat deze volkeren over methodes beschikten om oppervlakten en volumes te bepalen. Hoe ze deze
methodes gevonden hebben, weten we niet. Ze leggen ook niet uit ‘waarom’  hun oppervlakte- en
volumeberekeningen juist zijn. Van het Oude China is veel minder bewaard omdat ze op papier
schreven. Van de 3de eeuw na Christus dateert een mooie manier om het volume van een piramide te
bepalen (zie paragraaf 2c).

Het idee om kennis te verantwoorden en te bewijzen, is afkomstig van de Oude Grieken (vanaf 600 v.
Chr.): Thales van Milete, Pythagoras van Samos, … Later bracht Euclides (rond 300 v. Chr.) alle
wiskundige basiskennis bijeen in één theoretische opbouw, de Elementen (in het Grieks ‘Stocheia’ ).
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De uitgangspunten werden expliciet aangegeven (postulaten en axioma’s); elk nieuw begrip werd
gedefinieerd met de vorige begrippen en elke eigenschap werd bewezen op grond van de
uitgangspunten en de vorige eigenschappen. Ook de oppervlakten van elementaire vlakke figuren en
de volumes van elementaire ruimtelichamen hadden een plaats in dit theoretische ‘gebouw’ . De
Grieken gaven geen formules voor de berekening van de oppervlakte of het volume van één figuur,
maar vergeleken steeds twee oppervlakten of twee volumes. Merk op dat de Oude Grieken de figuren
zelf als grootheden bekeken, terwijl wij een onderscheid maken tussen de meetkundige figuren en hun
oppervlakte of volume. Ze schreven “de oppervlakte van”  of “het volume van”  er niet bij. Enkele
voorbeelden:

·  Een driehoek is de helft van een parallellogram met dezelfde basis en dezelfde hoogte.

·  Twee cirkels verhouden zich tot elkaar zoals de kwadraten van hun stralen.

·  Twee piramides met gelijke grondvlakken verhouden zich tot elkaar zoals hun hoogtes.
In feite kunnen we ‘onze’  volumematen ook bekijken als verhoudingen: de verhouding van het volume
van het bestudeerde lichaam met dat van een eenheidskubusje van 1 m3. Vermits wij zowel rationale
als irrationale verhoudingen als ‘getallen’  bekijken, maakt het voor ons niets uit of de verhouding
rationaal of irrationaal is. Bij de Grieken was dit onderscheid fundamenteel: in het ene geval
verhouden beide grootheden zich tot elkaar zoals twee getallen, in het andere geval niet en zijn ze
‘onderling onmeetbaar’  (als het ware onvergelijkbaar…). Eudoxos (4de eeuw v. Chr.) had toch een
(ingewikkelde) manier gevonden om met irrationale verhoudingen te werken. Maar het zou nog vele
eeuwen duren voor (irrationale) verhoudingen het statuut van ‘getallen’  zouden krijgen (zie ook de
loep over getallen in UW 18/2).

Archimedes van Syracuse (3de eeuw v. Chr.) deed zowel natuurkundige en technische als wiskundige
ontdekkingen. Steunend op Eudoxos’  exhaustiemethode (uitputtingsmethode, van het Latijnse
werkwoord exhaurire, uitputten) toonde hij bv. in De cirkelmeting aan dat de oppervlakte van een
cirkel gelijk is aan die van een rechthoekige driehoek met als rechthoekszijden de omtrek en de straal.

Dit klopt met ‘onze’  formules: 21
2

2
r r rp p× = . Laten we dit voorbeeld even aangrijpen om uit te

leggen hoe de exhaustiemethode werkt.

Archimedes werkt uit het ongerijmde. Veronderstel eerst dat de oppervlakte van de cirkel kleiner is
dan die van de rechthoekige driehoek. Noem v het verschil tussen beide oppervlakten. Archimedes
toont aan dat er een ingeschreven regelmatige veelhoek is waarvan de oppervlakte minder dan v
verschilt van de oppervlakte van de driehoek. Maar dit kan niet want dan zou deze ingeschreven
veelhoek een grotere oppervlakte hebben dan de cirkel waar hij in zit. Daarna veronderstelt hij dat de
oppervlakte van de cirkel groter is dan die van de driehoek en toont hij aan dat ook deze
veronderstelling tot een tegenspraak leidt (gebruik makend van een omgeschreven regelmatige
veelhoek). Bijgevolg kan de oppervlakte van de cirkel enkel nog gelijk zijn aan de oppervlakte van de
driehoek. Het komt er dus op neer dat hij de cirkel benadert door ingeschreven en omgeschreven
veelhoeken, zodat het oppervlakteverschil kleiner wordt dan gelijk welke grootheid. Deze
exhaustieredenering komt heel dicht in de buurt van de latere e-n-formuleringen (voor elke e is er een
n zodat de oppervlakte van de regelmatige n-hoek minder dan e verschilt van de oppervlakte van de
driehoek). Met deze regelmatige veelhoeken bepaalde Archimedes tegelijkertijd een vrij nauwkeurige
benadering voor p.

Archimedes maakt gelijkaardige redeneringen in de ruimte, bv. om aan te tonen dat het volume van
een bol twee derde is van dat van de cilinder waar deze bol juist in past.

Een nadeel van deze exhaustiemethode is dat je vooraf al moest weten wat je wilt bewijzen. Dezelfde
Archimedes had ook een andere methode om oppervlakten en volumes te bepalen. Hij beschouwde
een vlakke figuur als samengesteld uit oneindig veel lijntjes en een ruimtefiguur uit oneindig veel
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vlakke plakjes. Bovendien gebruikte hij denkbeeldige balansen waarop hij dergelijke lijntjes of plakjes
ten opzichte van elkaar afwoog. Voor meer details verwijzen we naar paragraaf 3a. Archimedes
gebruikte dergelijke redeneringen om erachter te komen hoeveel de oppervlakte of het volume is, maar
hij vond niet dat dit een volwaardig bewijs was. Eens hij de resultaten op die manier gevonden had,
bewees hij ze met exhaustie. Hij deed dit bv. voor de oppervlakte van een paraboolsegment en voor
het volume van een bol. De ‘dimensiesprong’  (van lijntjes naar oppervlakte; van plakjes naar volume)
is typisch voor het latere principe van Cavalieri in de 17de eeuw (zie hieronder) en voor de
integraalrekening vanaf het einde van de 17de eeuw.

Bonaventura Cavalieri (17de eeuw) beschouwde een vlakke figuur als samengesteld uit evenwijdige
lijntjes en een ruimtefiguur als samengesteld uit evenwijdige vlakke plakjes. Hij beschreef de
volgende principes:

·  Als twee vlakke figuren even hoog zijn en als op een willekeurige hoogte de doorsneden van
deze figuren even lang zijn, dan hebben de figuren dezelfde oppervlakte.

·  Als twee vlakke figuren even hoog zijn en als op een willekeurige hoogte de lengten van de
doorsneden van deze figuren een zelfde verhouding hebben, dan hebben de oppervlakten van de
figuren dezelfde verhouding.

·  Als twee ruimtefiguren even hoog zijn en als op een willekeurige hoogte de doorsneden van deze
figuren dezelfde oppervlakte hebben, dan hebben deze figuren hetzelfde volume.

·  Als twee ruimtefiguren even hoog zijn en als op een willekeurige hoogte de oppervlakten van de
doorsneden van deze figuren een zelfde verhouding hebben, dan hebben de volumes van deze
figuren dezelfde verhouding.

Cavalieri formuleerde expliciet wat vele anderen ook voor hem gebruikt hebben (Archimedes,
Roberval (tijdgenoot van Cavalieri), …).

In de integraalrekening, op het einde van de 17de eeuw ontwikkeld door Newton en Leibniz, wordt een
oppervlakte berekend als de ‘ integraal’  van een lijn die evenwijdig varieert tussen twee grenzen, en
wordt een volume berekend als de ‘ integraal’  van de oppervlakte van een vlakke doorsnede tussen
twee grenzen. Er komen rekentechnieken bij en je kunt hiermee één oppervlakte of één volume
berekenen terwijl het bij Cavalieri nog steeds ging om het vergelijken van twee oppervlakten of twee
volumes. Het principe van Cavalieri is aan de hand van integralen eenvoudig te bewijzen.
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2. Het volume van een piramide

In de geschiedenis is het volume van een piramide vaak pragmatisch aangepakt. Bij de Egyptenaren,
de Babyloniërs en de Chinezen zien we dat er procedures worden uitgeschreven om het volume van
een piramide te bepalen. Vaak herleiden die procedures het gezochte volume tot het volume van
figuren die men als gekend aanvaardt. De Grieken zijn de eersten die de juistheid van de formules
proberen te verklaren vanuit een strikt systeem.

In deze paragraaf laten we je kennismaken met een aantal van deze historische werkwijzen.
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a. De Egyptenaren (�  2700 – 2200 v. Chr .)

In [2] en in [9] lezen we dat de Egyptenaren een algoritme gebruikten om het volume van een
piramide te berekenen. De werkregels uit dit algoritme zijn teruggevonden in enkele papyrussen. Hoe
de Egyptenaren tot hun methode kwamen, wordt echter niet vermeld in deze papyrussen. In de
onderstaande werktekst kunnen leerlingen van de tweede graad de hoofdprincipes van de Egyptische
piramideberekening ontdekken. De verklaringen die we hierbij aanbieden, worden toegeschreven aan
de Griekse wiskundige Democritus van Abdera (5de eeuw v. Chr.)

Piramideberekening bij  de Egyptenaren

De Egyptische farao’s lieten heel wat piramiden bouwen in hun woestijn. Speciaal aan deze
piramiden is dat ze opgebouwd zijn op een vierkantig grondvlak.

De Egyptenaren hadden geen wiskundetaal zoals wij die kennen: geen bewerkingstekens,
geen gelijkheidsteken… Ze hadden dus ook geen formule voor het volume van een
piramide. Toch moesten ze, om hun piramiden te bouwen, kunnen berekenen hoeveel
bouwmaterialen ze nodig hadden. Met de volgende vragen proberen we te achterhalen hoe
ze hierbij tewerk gingen. Steun hierbij niet op de formule voor het volume van een
piramide, die je misschien nog kent van uit het tweede jaar.

1. Maak uit stevig papier een schaalmodel van een eenheidspiramide: een rechthoekige
piramide met als grondvlak een vierkant met zijde 1 meter en met hoogte 1 meter. Kies

als schaal 
20
1

.

2. Ga na hoeveel eenheidspiramiden je nodig hebt om een eenheidskubus te bouwen: een
kubus met zijde 1 meter. Leg hiervoor jouw eenheidspiramide samen met die van
enkele medeleerlingen.
(Met drie eenheidspiramiden kun je een eenheidskubus samenstellen. Je kunt dit ook
zien op de volgende tekening:
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)

3. Welk verband bestaat er dan tussen het volume van een eenheidspiramide en het
volume van een eenheidskubus?
(Het volume van een eenheidspiramide is een derde van het volume van een
eenheidskubus.)

Door te werken met schaalmodellen hebben we ontdekt hoeveel materiaal er nodig is om
een eenheidspiramide te bouwen. We vragen ons nu af of we hieruit kunnen afleiden
hoeveel materiaal er nodig is voor een Egyptische piramide. We onderzoeken eerst weer een
speciaal geval.

4. Bij een Egyptische piramide is het grondvlak een vierkant en ligt de top recht boven
het middelpunt van het grondvlak. Ga na hoeveel eenheidspiramiden je samen moet
leggen om een piramide van deze soort te krijgen.
(4)

5. Hoeveel keer is het volume van deze piramide dan groter dan het volume van een
eenheidskubus?

(
3
4

)

Uiteraard is het grondvlak van een echte Egyptische piramide heel wat groter dan 4 m².
Daarom onderzoeken we wat er gebeurt met het volume als we het grondvlak vergroten, en
de hoogte behouden.
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In de onderstaande figuur zie je twee piramiden met hoogte 4 m. Het grondvlak van de
eerste piramide is een vierkant met zijde 2 m. Het grondvlak van de tweede piramide heeft
een zijde van 3 m.

Beide piramides kun je ongeveer nabouwen met een opeenstapeling van tegels met hoogte 1
cm. Hieronder is dat gebeurd voor de kleinste piramide.

Zo’n ‘ trappiramide’  heeft ongeveer hetzelfde volume als de piramide die ze benadert. We
kunnen dus een idee krijgen van het verband tussen de volumes van de gegeven piramiden,
door de trappiramiden te bestuderen. Vermits elke trappiramide uit een aantal tegels bestaat,
vergelijken we eerst één tegel uit de linkse en één tegel uit de rechtse piramide. Bekijk
bijvoorbeeld de tegels op een hoogte van 2,5 m.

6. Welke vorm hebben de grondvlakken van deze tegels?
(Beide grondvlakken zijn vierkanten.)

7. Hoe groot is de verhouding van het volume van de grootste tegel tot het volume van de
kleinste tegel? Verklaar je antwoord. De hulplijnen geconstrueerd in de piramiden,
kunnen hierbij helpen.
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(Via gelijkvormige driehoeken kun je aantonen dat binnen eenzelfde piramide de helft
van de diagonaal van de tegel staat tot de helft van de diagonaal van het grondvlak
zoals 1,5 staat tot 4. Bijgevolg verhouden het volume van de grootste tegel en het
volume van de kleinste tegel zich zoals de oppervlakten van de grondvlakken van de

piramiden. De gezochte verhouding is dus 
4
9

.)

8. Vind je dezelfde verhouding terug als je werkt met tegels op een andere hoogte dan
2,5 m?
(Ja, het tussenresultaat is anders dan bij het antwoord op vraag 7, maar het
eindresultaat is hetzelfde.)

We werkten in de vorige opgaven met één speciale tegel per piramide. Nu kunnen we de
volumes van de héle trappiramiden bekijken.

9. Hoeveel maal is het volume van de tweede trappiramide groter dan het volume van de
eerste trappiramide? Verklaar je antwoord.

(
4
9

, want in beide trappiramiden hebben we evenveel tegels (499), en de verhouding

van een grote tegel tot een kleine tegel is telkens 
4
9

. )

We kunnen de gegeven piramiden beter benaderen door minder hoge tegels te gebruiken,
bijvoorbeeld tegels met hoogte 1 mm. Uiteraard vind je bij deze trappiramiden dezelfde
verhouding terug als bij het antwoord op vraag 9. We mogen dus besluiten dat het getal uit
vraag 9 gelijk is aan de verhouding van het volume van de grote piramide tot het volume
van de kleine piramide.

10. Stel dat we van een gegeven piramide de zijde van het grondvierkant met factor vijf
vergroten. Met welke factor wordt het volume dan vermenigvuldigd?
(Met factor 25.)

11. Hoe verhouden de volumes van twee vierkante piramiden met dezelfde hoogte zich
dus?
(Als de oppervlakten van hun grondvlakken.)

Ten slotte bestuderen we wat er gebeurt met het volume van een piramide als we het
grondvlak behouden en de hoogte veranderen. We redeneren weer op een tekening.
Gegeven zijn twee piramiden met hetzelfde grondvlak. De rechtse piramide is dubbel zo
hoog als de linkse. In de onderstaande figuur zijn twee tegels getekend. Ze hebben een even
groot grondvlak en eenzelfde dikte van 1 cm.
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12. Stel dat het grondvlak van de tegel links op een hoogte van 0,75 m getekend is. Op
welke hoogte ligt het grondvlak van de tegel rechts dan? Verklaar je antwoord.
(1,5 m; in beide piramiden heb je paren gelijkvormige driehoeken: ze zijn rechthoekig,
hebben een halve diagonaal van een vierkant als basis en hebben dezelfde top als de
piramide. Omdat de verhouding van de diagonalen voor de linkse en de rechtse
piramide gelijk blijft, moet de verhouding van de hoogten van de gelijkvormige
driehoeken ook dezelfde zijn. Omdat de hoogte van de rechtse piramide het dubbel is
van de hoogte van de linkse piramide, ligt de tegel rechts dus op een hoogte van 1,5 m.)

Bovenop de tegel links kunnen we een nieuwe tegel leggen. We kunnen in de rechtse
piramide een tegel met dezelfde afmetingen plaatsen.

13. Op welke hoogte ligt die tegel dan?
(Het grondvlak ligt op een hoogte van 1,52 m).

We kunnen de linkse piramide weer benaderen met een trappiramide opgebouwd uit tegels.
Elke tegel van deze trappiramide kan je in verband brengen met een tegel van de rechtse
piramide. Zo krijg je in de rechtse piramide echter heel wat gaten.

14. Beredeneer nu wat de verhouding van de volumes van beide piramiden is.
(Deze verhouding is 2. Dit kun je als volgt verklaren: in de rechterpiramide heb je
evenveel tegels als gaten. Elk gat kun je opvullen met een tegel. Op die manier komt
één tegel links overeen met twee tegels rechts. Het volume van de rechtse piramide is
dus het dubbel van het volume van de linkse piramide. Je kunt dit ook op een andere
manier verklaren: houd het aantal tegels links en rechts gelijk. Om de rechtse piramide
volledig op te vullen, heb je tegels nodig met een dubbele dikte. Het volume van een
tegel rechts is dus het dubbel van het volume van een tegel links. Bijgevolg geldt dit
verband ook voor de volumes van beide piramiden.)

15. Wat gebeurt er met het volume van een piramide als je de hoogte met een factor 4
vermenigvuldigt?

16. In het algemeen: waaraan is de verhouding van het volume van twee piramiden met
hetzelfde grondvierkant gelijk?
(Aan de verhouding van hun hoogten.)

In de antwoorden op de vragen 11 en 16 formuleerde je de hoofdprincipes die de
Egyptenaren gebruikten als ze onderzochten hoeveel stenen ze nodig hadden voor hun
piramiden. We passen die principes nu toe.

17. De piramide van Cheops heeft als grondvlak een vierkant met zijde 230 m en is 146
meter hoog. Hoeveel eenheidsrotsblokken zijn er nodig geweest om deze piramide te
bouwen?

( 146
²2
²230

3
4

×× = 61057446,2 ×  eenheidsrotsblokken)

18. In het algemeen: wat is het volume van een piramide met als grondvlak een vierkant
met zijde z en met hoogte h?

( hzh
z

²
3
1

23
4

2

=×÷
ø

ö
ç
è

æ× )
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b. De meetkunde van de Gr ieken (�  600 - 200 v. Chr .)

Bij de Grieken krijgt de wiskunde een heel nieuwe dimensie. Voor het eerst in de geschiedenis worden
eigenschappen op een algemene, abstracte manier omschreven, en niet meer als uitgewerkte
typevoorbeelden. Ook nieuw is dat die eigenschappen bewezen worden: ze worden pas aanvaard na
een rationele argumentatie, die steunt op basisbegrippen en andere eigenschappen. Zo lezen we in [2]
over een brief geschreven door Archimedes, waarin hij beweert dat Democritos de formule voor het
volume van een piramide heeft ontdekt, maar dat Eudoxos ze bewezen heeft. Hoe Democritos tewerk
ging, hebben we in de vorige deelparagraaf geïllustreerd voor regelmatige piramiden op een vierkantig
grondvlak. In werkelijkheid bouwde Democritos een redenering op voor willekeurige piramiden:
regelmatige én onregelmatige. Zijn redenering was wel rationeel, maar paste niet in het strikte systeem
van de Grieken om als bewijs aanvaard te worden. Eudoxos moet in ieder geval met het resultaat van
Democritos vertrouwd geweest zijn. Hij verklaarde de formule voor het volume van een willekeurige
piramide immers via een bewijs uit het ongerijmde, een techniek die je enkel kunt gebruiken als je het
eindresultaat al kent.

Euclides heeft in zijn Elementen de Griekse wiskundekennis gestructureerd. Voordat je in deze
boekenreeks de formule voor het volume van een willekeurige piramide kunt aanvaarden, moet je heel
wat tussenresultaten doorworstelen. Het onderstaande schema geeft je er een overzicht van. Elke steen
steunt, zoals bij een gebouw, op de stenen die eronder liggen. Voor een volledige uitwerking van de
volumeberekening van piramiden volgens Euclides verwijzen we naar [1]. Dit boek biedt interessant
materiaal om leerlingen van de derde graad te laten kennismaken met een deductieve opbouw,
bijvoorbeeld binnen de vrije ruimte.

Volume piramide

Volume driezijdige piramide

Volume prisma

Volume parallellopipedum

Volume balk

c. De Chinezen

Het invloedrijkste wiskundeboek uit de Chinese geschiedenis heet 9 hoofdstukken over de Kunst der
Wiskunde. Het is een verzameling van werken, waarvan de oorsprong onzeker is. In 213 v. Chr. liet de
toenmalige keizer Shih Huang alle boeken verbranden. Zo’n 40 jaar later, toen het rijk van Shih Huang
uit was, noteerde Chang Tsjang alle wiskunde die hij zich kon herinneren uit zijn jeugd. Zo ontstonden
de 9 hoofdstukken.

De 9 hoofdstukken bevatten 246 praktische problemen en hun oplossingen. Het is een boek
geschreven voor ingenieurs, architecten en zakenlui. Verklaringen bij de oplossingen staan er echter
niet bij. Zo vinden we in hoofdstuk 5 wel een procedure om het volume van een (afgeknotte) kegel te
berekenen, maar niet waar deze methode vandaan komt.
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In de derde eeuw n. Chr. schreef Liu Hui het werk Aanvullingen bij de 9 hoofdstukken. Hierin geeft hij
een mooie verklaring voor de formule van het volume van een rechthoekige piramide met een
rechthoekig grondvlak. Deze verklaring hebben we in een werktekst gegoten, voor leerlingen van de
tweede graad.

De Chinezen splitsen onverwij ld

De Chinezen hebben ook op wiskundevlak een rijke geschiedenis. Het standaardwerk van
de oude Chinezen is geschreven in de tweede eeuw v. Chr. Net als bij de Egyptenaren bevat
het een aantal procedures om het volume van een piramide te berekenen. Hoe men tot die
procedures gekomen is, wordt echter niet uitgelegd.

In de derde eeuw n. Chr. gaf Liu Hui een mooie verklaring voor de procedures. Deze
verklaring hebben we hieronder uitgewerkt. We veronderstellen hierbij dat je de formule
van het volume van een balk al kent.

We onderzoeken het volume van een rechthoekige piramide waarvan het grondvlak een
rechthoek is. Daarvoor breiden we deze piramide uit met een viervlak, zo dat we de helft
van een balk verkrijgen.

We willen bewijzen dat het volume van de piramide een derde is van het volume van de
gehele balk.

1. Welk verband moeten we dan aantonen tussen het volume van de piramide en het
volume van het viervlak?
(We moeten bewijzen dat het volume van de piramide het dubbel is van het volume van
het viervlak).

We splitsen beide ruimtefiguren op. Daarvoor gebruiken we drie snijvlakken: een snijvlak
door het midden van de opstaande ribben van de balk, en twee snijvlakken hier loodrecht op
(zie de figuur hieronder). Zo verdelen we de piramide in twee kleinere piramiden, een balk
en twee halve balken. Het viervlak wordt opgesplitst in twee kleinere viervlakken en twee
halve balken.
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2. Wat kun je zeggen over het volume van de drie balken (één hele balk en twee keer
twee halve balken) die na de opsplitsing ontstaan?
(Deze balken zijn allen even groot, dus hebben ze ook hetzelfde volume.)

3. Bij het antwoord op vraag 1 heb je omschreven welk verband je nog moet bewijzen
tussen de grote piramide en het grote viervlak. Verklaar waarom het voldoende is dit
verband aan te tonen voor één kleine piramide (verkregen na opsplitsing van de grote
piramide) en één klein viervlak (voortkomend uit de opsplitsing van het grote
viervlak).
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(We moeten aantonen dat het volume van de grote piramide het dubbel is van het
volume van het groot viervlak. De grote piramide is verdeeld in o.a. één balk en twee
halve balken. Samen is hun volume het dubbel van het volume van de twee halve
balken uit het viervlak. We moeten dus nog aantonen dat het volume van de twee kleine
piramiden het dubbel is van het volume van de twee kleine viervlakken. Omdat de twee
kleine piramiden congruent zijn en de twee kleine viervlakken ook, is het voldoende te
bewijzen dat het volume van één kleine piramide het dubbel is van het volume van één
klein viervlak).

Op dezelfde manier kun je de kleinere ruimtefiguren opsplitsen in nóg kleinere figuren, en
dit proces kan je verder zetten zolang als je maar wil.

4. Leg uit waarom je hieruit mag besluiten dat het volume van de oorspronkelijke
piramide gelijk is aan een derde van het product van de oppervlakte van het grondvlak
en de hoogte.
(We moeten bewijzen dat het volume van een kleine piramide het dubbel is van het
volume van een klein viervlak. Door opsplitsing kunnen we piramide en viervlak steeds
kleiner maken, zo klein als we maar willen. Op die manier krijgen we volumes van een
piramide en een viervlak die te verwaarlozen zijn.)

3. Het volume en de oppervlakte van een bol

a. Archimedes en zijn balans

  

“Geef mij een steunpunt en ik
beweeg de aarde”  (Archimedes).

Het ‘Dorisch’  Grieks van Archi-
medes wijkt een beetje af van het
‘Attisch’  Grieks dat sommige leer-
lingen op school studeren.
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Archimedes van Syracuse (3de eeuw v.Chr.) had een werk geschreven over zwaartepunten van vlakke
figuren (Evenwicht in het vlak) en hij had de wetten van de hefbomen en de balansen bestudeerd. Een
balans is in evenwicht als aan beide kanten het product van de massa met de afstand tot het steunpunt
hetzelfde is. In de huidige fysicalessen zegt men dat de ‘momenten’  gelijk moeten zijn. Aan
Archimedes schrijft men in dit verband de uitspraak toe: “Geef mij een steunpunt en ik verplaats de
aarde.”

Een belangrijke verwezenlijking van Archimedes is de bepaling van het volume van een bol. In zijn
werk De bol en de cilinder toont hij aan dat het volume van een bol gelijk is aan 4 keer het volume van
een kegel met als grondvlak een grote cirkel van de bol en als hoogte de straal van de bol. Merk op dat

dit op hetzelfde neerkomt als ‘onze’  formule Vbol = 3

3
4

rp  want

4 × Vkegel = 4 × 32

3
4

3
1

rrr pp = .

Hier leidt hij uit af dat een cilinder waar de bol juist in past, anderhalve keer zo groot is als de bol.

Daarna toonde Archimedes aan dat ook de oppervlakte van deze cilinder anderhalve keer de
oppervlakte van de bol is. Laten we dit ook even in onze huidige formuletaal controleren:

bol
222

cilinder 5,145,16222 ArrrrrA ×=×==+= pppp .

Dat de volumes van twee lichamen zich verhouden zoals hun oppervlakten, is iets heel speciaals.
Reken bv. even na dat dit niet het geval is voor deze cilinder en de kegel die erin past. (De verhouding

van de volumes is 
3
1

, terwijl je voor de verhouding van de oppervlakten de irrationale waarde

6
51 +

 vindt.)

Archimedes vond zijn resultaat zo belangrijk dat hij, aldus Plutarchos, een afbeelding van een bol
ingeschreven in een cilinder op zijn graf liet aanbrengen.

Het bewijs in De bol en de cilinder steunt op de exhaustiemethode (uitputtingsmethode) van Eudoxos
en past volledig binnen de deductieve opbouw van de Elementen van Euclides. De verhouding van
beide volumes wordt geponeerd en dan wordt aangetoond, met een voorloper van Cauchy’s epsilon-
delta’s, dat die verhouding niet groter en ook niet kleiner kan zijn dan de geponeerde waarden.

Rond 1900 ontdekte men in Jeruzalem een palimpsest, waarin onder meer een tot dan toe onbekend of
vergeten werk van Archimedes verstopt zat. Een palimpsest is een perkamenten boek dat afgeschraapt
is en overschreven is met religieuze teksten. In het aldus ontdekte werk Over de methode legt
Archimedes uit hoe hij het volume van een bol gevonden heeft, steunend op een denkbeeldige balans
waarop oppervlakten in evenwicht worden gehouden. Archimedes beschouwt deze methode niet als
een bewijs; ze past niet binnen het Euclidische systeem en mengt wiskunde en fysica. Bovendien
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steunt de redenering op een ‘dimensiesprong’ : uit verbanden tussen oppervlakten van doorsneden
wordt een verband tussen volumes afgeleid. Een dergelijke dimensiesprong doet denken aan het latere
principe van Cavalieri en aan de nog latere integraalrekening.

De verhouding van de volumes van een kegel en de omgeschreven cilinder (1/3) was al gekend vóór
Archimedes. Hij vermeldt dat dit resultaat ontdekt is door Democritos en bewezen door Eudoxos.

Om hier het volume van een bol uit af te leiden (of liever: de verhouding van het volume van een bol
met dat van een kegel of een cilinder), bedenkt hij een denkbeeldige weegschaal waarmee hij deze drie
ruimtelichamen met elkaar in balans brengt. We overlopen deze redenering. De figuur is die van
Archimedes, maar we hebben de Griekse letters vervangen door Latijnse. We hebben hierbij ook een
presentatie gemaakt, die terug te vinden is op de site www.uitwiskeling.be. In deze presentatie zijn de
punten niet benoemd. Je kunt deze presentatie tonen nadat de leerlingen zelf de tekst hieronder hebben
doorgenomen.

Beschouw

·  de bol die ontstaat door de cirkel ABCD te wentelen rond de as AC;

·  de kegel die ontstaat door de driehoek AEF te wentelen rond diezelfde as;

·  de cilinder die ontstaat door de rechthoek EFGH te wentelen rond diezelfde as.
Verleng AC aan de kant van A en neem hierop een punt J zodat |AJ| = |CA|. De as AJ bekijkt
Archimedes als een balans met steunpunt A.

Neem een willekeurig vlak loodrecht op de as (de lijn MN op de figuur). De drie lichamen worden
gesneden en er ontstaan aldus drie cirkels. De snijcirkel van de cilinder laat Archimedes daar staan in
het punt S; de snijcirkels van de bol en van de kegel verschuift hij naar het punt J. Dan toont hij aan
dat (de oppervlakten van) deze drie cirkels de balans in evenwicht brengen als je deze oppervlakten als
‘gewichten’  opvat. Anders gezegd: de oppervlakte van de cirkel met middellijn [MN] vermenigvuldigd
met |AS| is gelijk aan de som van de oppervlakten van de cirkels met middellijnen [OP] en [QR]
vermenigvuldigd met |AJ|. Lezer, bewijs dit even zelf. Noem hierbij voor het gemak de straal van de
bol r en |AS| = x. Lukt het?

A

B

C

D

F G
N

M
E H

O

Q

R

S JK

P
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(Links heb je p × 4r2; rechts: p x2 + p (r2 -  (r -  x)2) = 2prx; de balans is inderdaad in
evenwicht want: 4pr2× x = 2prx × 2r.)

Dit geldt voor elke dwarsdoorsnede. Nu beschouwt Archimedes al deze dwarsdoorsneden samen.
Links heeft hij alle dwarsdoorsneden van de cilinder, die hij vervangt door het volume van de cilinder
in het zwaartepunt K. Rechts heeft hij alle dwarsdoorsneden van de kegel en van de bol, allemaal in
dat ene punt J. Hij vervangt ze door de som van de volumes van de bol en de kegel, in J. Uit het
evenwicht volgt:

 Vcilinder × |AK| = (Vbol + Vkegel) × |AJ|

Vcilinder = 2 (Vbol + Vkegel)

Maar Archimedes weet dat het volume van de cilinder gelijk is aan 3 keer dat van de kegel. Dus leidt
hij hieruit af:

Vbol = 
2
1

 Vkegel

De kleinere kegel, die ontstaat door de driehoek ABD rond de as te wentelen en die ‘ ingeschreven is in
de (rechterhelft van) de bol, is een verkleining met factor 1/2 van de grote kegel en heeft dus als
volume één achtste van dat van de grote kegel. Bijgevolg is het volume van de bol gelijk aan 4 keer
het volume van deze kleine kegel.

Dit laat Archimedes vermoeden: “De oppervlakte van de bol moet gelijk zijn aan 4 keer de
oppervlakte van het grondvlak van deze kleine kegel. Ik heb immers de intuïtie dat, aangezien elke
cirkel gelijk is aan de driehoek met als basis de omtrek van de cirkel en als hoogte de straal, elke bol
ook gelijk moet zijn aan de kegel met als grondvlak de oppervlakte van de bol en als hoogte de straal.”
Is dit louter ‘analogie’  of ziet Archimedes de bol als opgedeeld in kleine ‘kegels’? Als je immers de
oppervlakte van de bol verdeelt in heel veel kleine stukjes, dan kun je de bol bekijken als
samengesteld uit kleine ‘kegels’  waarvan de grondvlakken bijna vlak zijn en met hoogte ongeveer de
straal r van de bol. Noem de oppervlaktes van deze ‘kegels’  Ai. Dan is:

Vbol » 
1
3 i

i

A ræ ö
ç ÷
è ø

å  = 
1
3 i

i

A r
æ ö
ç ÷
è ø
å  = 

1
3

Abol × r.

b. Oppervlakte van een bol

In De methode eindigt Archimedes met een vermoeden over de oppervlakte van een bol (zie paragraaf
3.a). In De bol en de cilinder bewijst Archimedes dit vermoeden. Daarna bewijst hij, hierop steunend,
zijn bevinding over het volume van een bol die hij in De methode met een balans had ontdekt (zie
paragraaf 3.a).

Zijn bewijs voor de oppervlakte van een bol gaat in grote lijnen als volgt (zie ook UW 14/4 (1998), p.
35-38): in de cirkel die door omwenteling de bol genereert, schrijft hij een regelmatige veelhoek in (hij
neemt voor het aantal hoekpunten een veelvoud van 4). Als die veelhoek rond de as wentelt, ontstaan
een aantal mantels van (afgeknotte) kegels, waarvan de gezamenlijke oppervlakte kleiner is dan de
oppervlakte van de bol. Archimedes toont aan dat deze gezamenlijke oppervlakte ook kleiner is dan
het viervoud van de oppervlakte van een grote cirkel van de bol. Dan doet hij hetzelfde met een
omgeschreven veelhoek: de gezamenlijke oppervlakte van de mantels van (afgeknotte) kegels die
ontstaan is nu groter dan het viervoud van de oppervlakte van een grote cirkel. Uiteindelijk toont hij
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aan dat het verschil kleiner kan worden gemaakt dan gelijk wat en dat bijgevolg de oppervlakte van de
bol exact gelijk is aan vier keer die van een van zijn grote cirkels.

Hieronder geven we in een paar werkteksten een aanpak die afwijkt van deze historische werkwijze
van Archimedes. Wat hetzelfde blijft, is de benadering van de boloppervlaksneetjes door (afgeknotte)
kegelmantels. Maar wij gebruiken driehoeksmeting en de limietovergang blijft een stuk intuïtiever dan
de methode van Archimedes. Deze werkteksten zijn gebaseerd op [6] en steunen (in principe) enkel op
leerstof tot het derde jaar S.O. Een wiskundig volledig exacte afleiding van de formule voor de
oppervlakte van een bol gebeurt aan de hand van een integraal in de derde graad. Hier wordt de
integraalrekening omzeild met een intuïtieve limietovergang. Omdat we er niet van uitgaan dat de
formule voor de manteloppervlakte van een afgeknotte kegel paraat gekend is, leiden we die eerst af.

Vooraf: manteloppervlakte van een kegel en van een afgeknotte kegel

De ontwikkeling van de mantel van een (rechte cirkel-)kegel is een cirkelsector (de mantel).

Noem r de straal van het grondvlak, h de hoogte en a (= 22 hr + ) het apothema.

1. Deze sector heeft als straal het apothema a van de kegel en als middelpuntshoek het

a
r

-de deel van een volle hoek. Leg uit.

2. Wat geeft dit voor de manteloppervlakte van de kegel?
(A = rap .)

3. Maak een tekening van een afgeknotte kegel. Noem de stralen van grond- en
bovenvlak r en r’  en de apothema a.

4. De mantel is het verschil van twee kegelmantels. Bepaal aan de hand van
gelijkvormige driehoeken de apothema’s van deze twee kegels in functie van de
‘gegevens’  r, r’  en a.

5. Bepaal nu de manteloppervlakte van de afgeknotte kegel in functie van r, r’  en a. Als
eindresultaat zou je moeten vinden: A = pa(r + r’ ).

6. Leg uit dat deze formule kan worden gezien als een veralgemening van de
manteloppervlakteformules voor een cilinder en voor een kegel.
(Neem r’  = r voor de cilinder r’  = 0 voor de kegel.)

�

r

h
a

a

2pr
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Oppervlakte van een bol

We snijden het boloppervlak in ‘smalle horizontale sneetjes’  waarvan we bij benadering de
manteloppervlakte bepalen.

Als het lijnstukje [MN] wentelt rond de as s, ontstaat de
mantel van een afgeknotte kegel. De oppervlakte hiervan
is p |MN| ( |MM’ | + |NN’ | ). Dit klopt ook voor het
bovenste en het onderste sneetje: hier heb je een niet-
afgeknotte kegelmantel maar de formule blijft juist (zie
vraag 4 in de vorige werktekst).

1. Leg uit: |MN| = 
jcos

©©NM
.

2. Leg uit: |MM’ | + |NN’ | » 2r cos j .
Is het ‘een ietsiepietsie meer’  of ‘een ietsiepietsie
minder’  dan 2r cos j ?

3. De totale oppervlakte is nu bij benadering de som
van de manteloppervlakten van dergelijke afgeknotte
kegels:

Abol » ( )©© NNMMMN +å .

Wat krijg je als je hierin de resultaten van de vragen 1 en 2 invult?

(Vermits rNM 2©© =å , krijgen we: A » å ©©2 NMrp  = 4pr2.)

We hebben twee keer een benadering doorgevoerd. Bij beide benaderingen kun je de fout zo
klein maken als je wilt door de stukjes [MN] klein genoeg te nemen. Daardoor geldt: A = pr2.

4. Roberval berekent de oppervlakte onder  een cycloïdenboog

De 17de eeuw is de tijd van Louis XIV, van de pruiken en de barokmuziek, van de Verlichting. Er
bestond een drukke briefwisseling onder geleerden, die dan op het einde van die eeuw culmineerde in
de uitvinding van de differentiaal- en integraalrekening door Newton en Leibniz. De periode vóór deze
‘algemene’  methode om raaklijnen en oppervlakten te bepalen, was gekenmerkt door een grote
aandacht voor specifieke krommen en aparte methodes om voor specifieke krommen raaklijnen of
oppervlakten te zoeken. Voor bv. een parabool was dit reeds bekend van in de Oudheid (Archimedes).

Een kromme waar in kringen van 17de-eeuwse geleerden veel om te doen was, is de cycloïde, de baan
van één punt van een cirkel die ‘zonder te slippen’  op een rechte baan rolt. In de klas kun je een
cycloïde aan bord tekenen met een (leeg) doosje van ‘ la vache qui rit’ : je maakt aan de rand een gat
waar een krijtje in past en je laat voorzichtig het doosje in de krijtbak rollen terwijl je het krijtje tegen
het bord aandrukt. Zeg maar “ la vache qui rit qui roule”…

Galileï bepaalde de oppervlakte onder een cycloïdenboog door die uit te knippen en te wegen. Hij
vond dat de oppervlakte bij benadering drie keer die van het cirkelvormige wiel is. Rond 1630
begonnen verscheidene geleerden zich met de cycloïde bezig te houden, waaronder Roberval (zie
verder). Blaise Pascal ontdekte allerlei eigenschappen van de cycloïde tijdens nachten van

M

N

j

M’

N’

s
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slapeloosheid en tandpijn. Hij schreef in 1658 onder een schuilnaam een prijsvraag uit over de lengte
van een cycloïdenboog, de oppervlakte eronder, het zwaartepunt van dat vlakdeel, enz., om er dan zelf
onder een schuilnaam op te antwoorden. Huygens werkte ook aan deze prijsvraag maar hij stuurde
niets op. Christopher Wren antwoordde, zonder bewijs, dat de lengte gelijk is aan vier keer de
diameter van de rollende cirkel. Dit resultaat maakte veel indruk omdat het neerkomt op de
‘ rectificatie’  van een kromme (het construeren met passer en liniaal van een lijnstuk met dezelfde
lengte als de kromme). Voor een cirkel is dit bv. niet mogelijk.

Gilles Personne De Roberval vond mooie methoden om een raaklijn te construeren in een punt van de
cycloïde, en om de oppervlakte onder een cycloïdenboog te bepalen. We gaan hier enkel in op dat
tweede.
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Op de figuur zie je links de rollende cirkel in zijn beginpositie. De punten E, F, G, … verdelen de
halve cirkel in acht gelijke boogjes. De cycloïde is de baan van het punt A van de cirkel als die zonder
te slippen rolt over de lijn AC. Rechts zie je de linkerhelft van de cirkel wanneer het punt bovenaan is
gekomen (punt D). Ook de helft van een tussenpositie is getekend; op dat moment zit het punt in 13.
Daar zie je dat Roberval dezelfde figuur ook gebruikt voor de raaklijnconstructie, maar we gaan er niet
op in. Van de cycloïde is een halve boog getekend: de kromme A,8,9,10,11,12,13,14,D.

Om de oppervlakte onder een cycloïdenboog te bepalen, verschuift Roberval de halve koorden [E1],
[F2], [G3], … horizontaal tot net ‘binnen’  de cycloïde. Er ontstaat een gezellige kromme die hij de
gezellin van de cycloïde noemt. Het principe van Cavalieri zegt nu dat de oppervlakte tussen de halve
cycloïdenboog en de gezellin gelijk is aan die van de halve cirkel. (Roberval zal dit niet het principe
van Cavalieri genoemd hebben, want deze tekst van Roberval is een jaar ouder dan de publicatie van
Cavalieri’ s principe.) Blijft nog de oppervlakte te bepalen van het gebied tussen de gezellin en de
middellijn [CD] van de cycloïdenboog. Maar de gezellin lijkt symmetrisch te zijn ten opzichte van het
middelpunt van de rechthoek ABCD! Als dat zo is, dan is dat gebied even groot als de driehoek ACD.
En dan is de oppervlakte onder de halve cycloïdenboog gemakkelijk te bepalen: een halve cirkel plus
een driehoek! Dit is, in onze notatie en met r voor de straal van de cirkel:

2
3

2
2

2
1 2

2 rrr
r

pp
p =

×
+

De oppervlakte onder een volledige cycloïdenboog is hiervan dus het dubbel, dus gelijk aan drie keer
de oppervlakte van de cirkel.

Blijft nog aan te tonen dat de gezellin effectief puntsymmetrisch is.

Laten we aantonen dat de punten 6 en 3 van de gezellin symmetrisch liggen rond het middelpunt van
de rechthoek. Dit geldt dan analoog voor 7 en 2, enz. |AO| = |RC| want de bogen AG en LB op de cirkel
zijn even lang. Bovendien ligt 6 even ver van de onderkant van de rechthoek als 3 van de bovenkant,
want dat geldt voor de overeenkomstige punten van de cirkel.

Aan de hand van parametervergelijkingen (lekker anachronistisch) kun je aantonen dat de gezellin
niets anders dan een sinusoïde is. Neem AC als x-as en AB als y-as. Als het wiel met straal r gedraaid
is over een middelpuntshoek t, is er een boog van lengte rt dat over de grond is gerold. Het middelpunt
van het wiel zit dan in (rt, r). Het bijbehorende punt van de gezellin zit daar recht onder (zie figuur op
de volgende bladzijde). Met goniometrische formules in een rechthoekige driehoek vinden we dat dit
punt coördinaten (rt, r -  r cos t) heeft, of anders gezegd parametervergelijkingen:
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cos
x rt

y r r t
=ì

í = -î

Als je de parameter t elimineert, vind je de vergelijking van de gezellin: y = r -  r cos
x
r

.

Op www.uitwiskeling.be vind je
een dynamische figuur (in Cabri
II+) waarmee je de cirkel kunt zien
rollen en de cycloïde en de gezellin
visualiseren. Het kan ook leuk zijn
om samen met de leerlingen een
dergelijke figuur te maken.
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H. Zeitler, Aus dem Spiegelkabinett
Der Mathematikunterricht (MU) 47/2 (2001), 30-56

http://www.atractor.pt/simetria

http://specchi.mat.unimi.it/users/specchi/materiale/index.html

Zowel dit artikel uit MU als de tentoonstellingen die besproken wordt op deze Portugese en Italiaanse
site gaan over opstellingen met spiegels waarmee symmetrische ruimtefiguren ontstaan. Graag zou ik
de eigenlijke bespreking inleiden met iets analoogs in het vlak, dat eigenlijk niet in de besproken
bronnen staat.

Symmetrische figuren op een computerscherm

In [1] heb ik gepleit voor opdrachten waarbij de leerlingen zelf (vlakke) symmetrische figuren moeten
ontwerpen. Ze moeten er bv. voor zorgen

5. dat de figuur puntsymmetrisch is maar niet lijnsymmetrisch;
6. of dat de figuur draaisymmetrisch is maar niet lijnsymmetrisch en ook niet puntsymmetrisch;
7. of dat de figuur twee loodrechte symmetrieassen heeft;
8. of dat de figuur twee symmetrieassen heeft die een hoek van 60° vormen;
9. of dat de figuur puntsymmetrisch en schuifsymmetrisch is.
Het creëren van dergelijke symmetrische figuren kan ook in Cabri (of een ander programma voor
dynamische meetkunde) ‘geautomatiseerd’  worden. Ik zie dit niet als een vervanging voor het zelf
verzinnen van figuren, maar het kan wel later aangeboden worden om stil te staan bij het feit dat de
isometrieën die de figuur op zichzelf afbeelden (de ‘symmetrieën’  van de figuur) een groep vormen.

Voor opdracht 1 teken je in Cabri een punt M (het symmetriepunt), een punt P
en het puntspiegelbeeld P¢ van P ten opzichte van M. Je zorgt ervoor dat het
punt en zijn beeld allebei een ‘spoor’  nalaten. Dan teken je iets door P rond te
slepen. De figuur die je te zien krijgt, is dan automatisch puntsymmetrisch ten
opzichte van M. Als je je tekening voldoende willekeurig gemaakt hebt, zal de
puntspiegeling ook de enige symmetrie zijn van de figuur.

Bij opdracht 2 ga je op dezelfde manier
te werk: je schrijft een draaihoek op het
scherm, bv. 120°, je tekent het draaicentrum C, een punt P en
het draaibeeld P¢ van P, je zorgt ervoor dat P en P¢ een spoor
nalaten en je begint met P te slepen. Maar dan merk je dat de
figuur niet draaisymmetrisch is. Hiertoe moet je er ook het
beeld van het beeld bij tekenen! Als de draaiing rond C over
120° een symmetrie is van de figuur, is ook de draaiing rond C
over 240° (of over - 120°) er eentje! Hadden we in plaats van
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120°, 100° genomen, dan hadden we nog veel meer beelden moeten tekenen, want dan zouden de
draaiingen rond C over 100°, 200° (of - 180°), 300° (of -  60°), 400° (of 40°), …, 1700° (of -  100°) en
1800° (of 0°), allemaal tot het ‘groepje’  van de symmetrieën van de figuur moeten behoren.

Bij opdracht 3 stellen we op een analoge manier vast
dat je niet alleen de spiegelbeelden van het punt P ten
opzichte van beide assen moet tekenen, maar ook het
spiegelbeeld ten opzichte van de ene as van het
spiegelbeeld ten opzichte van de andere as. Dit is dan
het puntspiegelbeeld van P ten opzichte van het
snijpunt van de twee assen. De twee lijnspiegelingen
vormen samen met de puntspiegeling en de identieke
de ‘symmetriegroep’  van de figuur. Dit is de groep
‘voortgebracht’  door de twee lijnspiegelingen (de
groep van alle mogelijke samenstellingen die je met
deze twee lijnspiegelingen kunt maken).

Tekenen we assen die een hoek van 60° vormen in plaats van 90° (opdracht 4), dan krijgen we door de
beelden en de beelden van de beelden te nemen, een figuur die automatisch draaisymmetrisch is over
120° en automatisch nog een derde symmetrieas heeft. De symmetriegroep van de figuur, die
voortgebracht wordt door de twee spiegelingen, bevat drie draaiingen, met draaihoeken 120°, 240° (of
- 120°) en 360° (of 0°) en drie spiegelingen. De figuur heeft dezelfde symmetriegroep als een
gelijkzijdige driehoek.

Met opdracht 5 moeten we in principe al een onbegrensde figuur maken, want zodra er een
verschuiving met vector v

�
 in de symmetriegroep zit, moeten alle verschuivingen met vector vz

�
 met z

Î  �  erbij!

In de ruimte met spiegels

Opdracht 4 hierboven doet denken aan een caleidoscoop. De
twee spiegelassen zijn dan echte spiegels die een hoek van 60°
met maken. Binnen die hoek zijn enkele gekleurde snippers of
kleine voorwerpen gestopt die je kunt verplaatsen door te
schudden. Wat je ziet is de symmetrische figuur die ontstaat als
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de ‘symmetriegroep van de gelijkzijdige driehoek’  hierop inwerkt, net zoals in Cabri.

Een caleidoscoop kun je ook levensgroot maken, zodat je er zelf in kunt staan. Dat gebeurt op de
tentoonstelling die beschreven wordt op deze Portugese site. Maak je met twee spiegels een hoek van
60°, dan brengen deze twee vlakspiegelingen nog steeds de symmetriegroep van de gelijkzijdige
driehoek voort. Op de foto krijg je eerder het symmetriepatroon van een regelmatige zeshoek te zien,
maar dat komt omdat de man zelf symmetrie heeft toegevoegd door symmetrisch ten opzichte van de
spiegels te gaan staan.

Op de foto hieronder is gewerkt met drie verticale spiegels die een gelijkzijdige driehoek vormen (of
liever: de zijwanden van een prisma met een gelijkzijdige driehoek als grondvlak). Hierdoor zie je nu
(in principe) een oneindige vlakke betegeling!

De tentoonstellingen bevatten ook opstellingen met drie spiegels waarvan de snijlijnen niet evenwijdig
zijn maar in één punt samenkomen. Je krijgt dan een echte driedimensionale caleidoscoop waarmee je
ruimtelijke symmetrische patronen kunt maken. Op de volgende foto heeft men een tennisbal gegooid
in een dergelijke ruimtehoek van spiegels.
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In het artikel in MU wordt beschreven hoe leerlingen dergelijke spiegelopstellingen gebruiken om het
visueel beeld te creëren van gegeven regelmatige of halfregelmatige veelvlakken. In het artikel wordt
eerst de symmetrie van deze veelvlakken bestudeerd, om te weten hoe de spiegels precies moeten
staan en hoe de lichtgevende staafjes in de spiegelhoeken moeten worden aangebracht. Hieronder zie
je op die manier een icosaëder (regelmatig twintigvlak).

Michel
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J. van de Broek, A. Schulp, Wetenschappelijke exper imenten voor
huis, tuin en keuken
Uitgeverij Veen Magazines, Diemen, 2004, ISBN 9076988471

De auteurs van dit boekje, een chemicus en een paleontoloog, hebben in hun jeugd heel wat
geknutseld en geëxperimenteerd, niet alleen met Meccano en Lego, maar ook met kapotte stofzuigers,
soldeerbout, kapotte TV’s en zelfs zwavelzuur en vuurwerk. Met dit boekje willen ze de jeugd
aanmoedigen om ook zelf wetenschappelijk te experimenteren met de oogst uit rommelzolders. Ze
maken zich immers zorgen: “Hoe leid je in hemelsnaam nieuwe generaties technici, chemici en
architecten op die via het beeldscherm alleen maar tweedimensionaal hebben leren denken?”

Dat de beschreven proeven niet allemaal even braaf en veilig zijn, beseffen de auteurs wel. Zowel
vooraan als achteraan staat de waarschuwing: “  Bij een aantal experimenten is de kans op ernstige
ongevallen aanwezig: elektrocutie, vergiftiging, diepe snijwonden… Uitgever en auteurs aanvaarden
geen enkele aansprakelijkheid voor eventuele schade en/of letsels ten gevolge van de in dit boek
beschreven experimenten.”

Het boek gaat in de eerste plaats over natuurwetenschappen en knutselen, maar ook heel wat wiskunde
is erin geïntegreerd. Vandaar deze bespreking in een tijdschrift voor wiskundeleraren. Het charmante
van dit boekje is dat alles in een vrolijke, ietwat ondeugende taal geschreven is. Het plezier dat de
auteurs zelf aan de experimenten beleefden, werkt aanstekelijk. Maar als ik naar mezelf kijk, dan vrees
ik wel dat wiskundeleraren net iets te onhandig zijn om het knutselwerk daadwerkelijk uit te voeren.
Maar misschien vat je deze zin op als een uitdaging…

Bouw een richtmicrofoon

In dit hoofdstukje vertellen de auteurs dat een schotelantenne niet alleen met satellietsignalen werkt,
maar ook met gewoon geluid. Wil je bv. het getjilp van vogeltjes in de verte versterken, dan kun je er
een schotelantenne naar richten en een microfoontje in het brandpunt aanbrengen. De wiskunde die
hier achter zit, is voor de lezer bekend: de schotel heeft de vorm van een omwentelingsparaboloïde en
stralen evenwijdig met de as van de parabool, worden naar het brandpunt weerkaatst (zie ook de
recente loep over kegelsneden in UW20/4). Ook de lezers van het boek worden blijkbaar
verondersteld dit te weten, want de auteurs gaan er verder niet op in. De rest van het hoofdstuk is
gewijd aan het zelf vervaardigen van een dergelijke parabolische schotel en aan het bepalen van het
brandpunt hiervan.

Daar heb je een ouderwetse 45-toeren-pick-up voor nodig. Als je daar een kom water op zet en de boel
laat draaien, dan krijg je een parabolische vloeistofspiegel. Helaas kun je die niet ‘vasthouden’ . Het
water wordt dus vervangen door gips.

We tonen aan dat de vorm die in het zachte gips ontstaat een parabool is en we zoeken naar de positie
van het brandpunt, waar we het microfoontje moeten zetten.

Een punt met massa m van de vorm die ontstaat, is onderhevig aan twee krachten: de zwaartekracht
Fz = mg met g = 9,81 m/s2, en de middelpuntvliedende (of centrifugale) kracht

Fc = 
r

mv2
.
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met v de snelheid en r de afstand tot de draaias. Volgens mijn leerlingen van 6 MTWe is dit een
formule die “ iedereen kent”… Omdat ik deze formule niet paraat kende, heb ik nog eens gecontroleerd
dat die volgt uit de tweede wet van Newton. Het punt beschrijft een cirkelvormige baan met
parametervergelijkingen
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De snelheidsvector is dus

v
�

 = (- r sinJ  ×J  ¢, r cosJ  ×J  ¢, 0),

met als lengte v = rJ  ¢. Omdat de draaibeweging eenparig verloopt, is J  ¢ constant. De
versnellingsvector is dus

a
�

 = (-  r cosJ  ×J  ¢2, -  r sin J  ×J  ¢ 2, 0),

met als lengte a = rJ  ¢2. De centrifugale kracht (tegengesteld aan de centripetale kracht) heeft dus als

grootte Fc = mrJ  ¢2. Eliminatie van J  ¢ uit Fc = mrJ  ¢2 en v = rJ  ¢ geeft inderdaad Fc = 
r

mv2
.

De tangens van de hoek a op de figuur is de
richtingscoëfficiënt van de raaklijn aan de
kromme in het beschouwde punt. We vinden

rg
v

F
F

g

c
2

tan ==a

De snelheid v (in m/s) kunnen we concreet
berekenen (als functie van r), want we kennen
het toerental: 45 toeren per minuut. Dus

v = 
2

3
60

245 rr pp
=

×
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Invullen geeft

g
r

4
9

tan
2p

a =  » 2,26 r.

Nu weten we dat de kromme een parabool is. Immers, de richtingscoëfficiënt van de raaklijn is een
eerstegraadsfunctie in r. Kiezen we de top van deze parabool als oorsprong, dan is de vergelijking van

de vorm y = cr2, dan is y¢ = 2cr en dus moet c gelijk zijn aan 
g8

9 2p
 » 1,13.

Hiermee kan de y-coördinaat van het brandpunt bepaald worden. De parabool y = cr2 heeft als

brandpunt (0, 
c4

1
). Dit kan ook teruggevonden worden door het punt van de parabool te beschouwen

waar de afgeleide gelijk is aan 1. De hoek a is daar 45° zodat de teruggekaatste straal loodrecht staat
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op de y-as. Dit betekent dat de y-coördinaat van dit punt gelijk is aan de y-coördinaat van het

brandpunt. Welnu, 2cr = 1 geeft r = 
c2

1
 en y = 

2

2
1

÷
ø
ö

ç
è
æ×

c
c = 

c4
1

 » 0,22. Het brandpunt ligt dus

ongeveer 22 cm boven de bodem van het schoteltje.

Lukt het in de praktijk goed om op die manier een parabolische antenne te maken? Ik heb het eerlijk
gezegd niet uitgeprobeerd. Als je het probeert, verneem ik graag hoe het gegaan is. Net als de auteurs
voeg ik hier veiligheidshalve aan toe: ik aanvaard geen enkele aansprakelijkheid voor eventuele
schade en/of letsel als de lezer en zijn interieur vol gipsspikkels hangen vanwege een te wild
ronddraaiende pick-up.

Spoorzoeken in Jurassic Parc

In dit hoofdstukje controleren de auteurs een formule die gebruikt wordt om de snelheid van bepaalde
diersoorten (bv. een dinosaurus) te schatten als je alleen maar over voetsporen beschikt. De formule
opgesteld door de biomechanicus Alexander luidt:
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 .

Hierin is SL de staplengte, h de heupkomhoogte, g de valversnelling en v de snelheid. Hieruit is mits
wat rekenwerk met exponenten af te leiden dat

17,167,15,025,0 -= hSLgv

Bij gebrek aan dinosaurussen hebben de auteurs deze formule gecontroleerd door een groepje
studenten een afstand van 25 meter verschillende keren te laten afleggen: ze lieten ze sjokken,
wandelen, joggen, rennen en sprinten. Telkens werd het aantal passen en de tijd genoteerd. De
resultaten werden uitgezet in een diagram en vergeleken met de grafiek op basis van de formule van
Alexander. De studenten bleken iets trager te lopen dan de formule voorspelde, maar veel scheelde het
niet.

Als de formule toegepast wordt op dinosaurusvoetsporen, komt men een snelheid uit die bijna nooit
meer is dan 10 km/h. Een enkele keer komt men uit op 40 km/h. Een tyrannosaurus die achter jeeps
aanholt, behoort dus echt wel tot de fantasiewereld van filmmakers.

Andere experimenten

Verder kun je ook leren hoe je een eenvoudig Galtonbord kunt maken, of hoe je stereotekeningen
maakt, of hoe je stof kunt laten ontploffen. En dit is maar een kleine greep uit het aanbod aan
experimenten. Allemaal zijn ze even aanstekelig.

Michel en Hilde
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R. Hermans s.J., Wiskunde in Europa
Tijdband (2004)

Maak jij dit ook wel eens mee? Je wordt al een dagje ouder, je geheugen is niet meer wat het was en je
wil in de klas perse nog vijf minuutjes uitweiden over de beroemde Carl Friedrich Gauss. De
obligatoire anekdotes herinner je je nog perfect, zijn geboortedatum 1777 ook … maar hoe bejaard de
eminente man ooit geworden is kan je niet meer zeggen. Of: je maakt een perspectivistische uitstap
naar de eeuw van Albrecht Dürer en je kan plots niet meer op de naam van zijn belangrijkste werk
komen. Of: je weet drommels goed wie voor het eerst de transcendentie van p  en wie de
transcendentie van e heeft aangetoond maar onder druk van de omstandigheden ontschiet het je.

Wel, in die situaties is het goed een spiekbriefje bij de hand te hebben, liefst niet te groot,
83cm´ 88cm volstaat. Vooraan in de klas heb ik zo’n exemplaar opgehangen: de geplastificeerde
wiskundetijdband van R. Hermans. Hij is net klein genoeg om nog naast het bord te kunnen en net
groot genoeg om tijdens het voorbijlopen ongemerkt te kunnen spieken. De tijdlijn start in het jaar
1500 (met toevoeging van enkele Griekse en Arabische mijlpalen) en is horizontaal opgedeeld in vijf
wiskundige lagen: meetkunde, algebra, analyse, kansrekening en statistiek en fundamenten van de
wiskunde. Sommige data zijn aan elkaar gekoppeld met een kleurcode zodat de gebruiker snel kan
zien welke kleinere items bij elkaar horen: mosgroen is de niet-Euclidische meetkunde, lollieroze is de
differentiaal- en integraalrekening … Dank zij de duidelijke verticale uitlijning heb je meteen door hoe
de beïnvloedingen tussen de wiskundigen tijdens de laatste vijf eeuwen gewerkt kunnen hebben.
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Persoonlijk vind ik dat de tijdband met kwaliteit vervaardigd is (duurzaam materiaal, kleurengebruik,
uitgebalanceerde zetting …) maar betreur ik de twee verticale vouwlijnen.

In hetzelfde concept zijn er tijdbanden verschenen voor drie andere wetenschappen, voor letterkunde,
voor muziek en film en voor theologie. Ze kunnen met een mailtje aangevraagd worden via
roberthermans@tiscali.be tegen een prijs van €4 voor afzonderlijke exemplaren en €3,5 voor
bestellingen van 10 stuks.

Luc Van den Broeck
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Vr ijdag 25 november  2005 ‘Wiskunde B-dag’ :

een mathematiseerwedstr ijd voor  leer lingenteams

Het Freudenthalinstituut (Utrecht) organiseert in het najaar de zevende editie van de ‘wiskunde B-dag’ , een
wedstrijd voor leerlingen die ‘wiskunde B’  volgen in 5 en 6 vwo en havo, zeg maar het equivalent van onze
richtingen met minstens 6 uur wiskunde in ASO en TSO. Dit jaar zijn ook teams uit Vlaanderen welkom om aan
de wedstrijd deel te nemen.

De wiskunde B-dag bestaat uit een volledige wedstrijddag op school. Via een verantwoordelijke
wiskundeleerkracht schrijven teams van drie of vier leerlingen zich vooraf in. Op de bewuste vrijdag in
november krijgen ze de opgave en kunnen ze er de hele dag aan werken. Ze werken in groep samen en mogen
gebruik maken van boeken en computers. De opgave bestaat uit een open opdracht, voorafgegaan door enkele
kleinere vraagjes om er in te komen. Vaardigheden als probleemoplossend denken, mathematiseren, kritisch
evalueren van wiskundige modellen, logisch redeneren, argumenteren en samenwerken staan centraal. De teams
verwerken hun oplossingen tot een ‘werkstuk’ . De wiskundeleerkracht kiest welke werkstukken naar Utrecht
worden opgestuurd: één werkstuk voor een school met minder dan 10 deelnemende teams, twee werkstukken
voor een school met 10 of meer teams. Er volgt geen tweede ronde of finale.

In 2004 schreven 155 scholen in en deden uiteindelijk 55 scholen met in totaal 83 teams mee aan de wedstrijd.
Sommige scholen bestellen dus wel de opgave maar doen die op een andere dag of sturen geen werkstuk in.

Om een idee te geven van hoe de opdrachten er uit zien, schetsen we hieronder kort twee uit het verleden. Je
vindt deze en nog andere opgaven op www.fi.uu.nl/wisbdag. De beste manier om deze opdrachten te lezen, is ze
zelf proberen aan te pakken. Neem er wat tijd voor want het zijn geen opgaven die je eventjes oplost. Je kunt er
blijven op zoeken en steeds nieuwe dingen vinden…

Een jeep in de woestijn

De opdracht van november 2001 ging over een tocht met een jeep door de woestijn. Water, voedsel en benzine is
er genoeg op de startplaats, maar onderweg is er helemaal niets. De jeep kan niet genoeg voorraad meenemen
om de tocht in één keer te maken. Maar onderweg kunnen wel depots aangelegd worden.

Enkele vereenvoudigingen werden van bij de aanvang voorgesteld: men moet zich enkel concentreren op de
benzine; er wordt langs één vaste weg gereden; op elke plek kunnen depots aangelegd worden en hoe dit gebeurt
wordt in het midden gelaten; de jeep heeft één benzinetank en verbruikt een vaste hoeveelheid benzine per km.
De hoofdopdracht bestond in het opstellen van een algemeen “plan van aanpak”  waarbij het benzineverbruik zo
laag mogelijk blijft. Waar zet je depots neer? Hoeveel benzine moeten die bevatten?

Concretere deelopgaven moesten de leerlingen op gang zetten.

·  Er is een afstand van 1100 km te overbruggen met een jeep die in totaal 100 liter kan meenemen. De wagen
verbruikt 1 liter per 10 km die hij aflegt. Je moet dus (minstens) één depot aanleggen. Ga er voor deze
opgave van uit dat je één depot aanlegt. Doe dat zo, dat de totale hoeveelheid benodigde benzine om de
1100 km te overbruggen zo klein mogelijk is. Illustreer je berekeningen en redeneringen met goede
figuren.

(Depot van 10 liter op 100 km van de start; het minimale verbruik bedraagt 130 liter.)

·  Hetzelfde voor 1600 km. Nu moet je misschien meer dan één depot aanleggen.
(Het is een slim idee om van achter naar voor te rekenen. De opgave komt dus neer op: “ Hoe krijg ik zo
voordelig mogelijk 100 liter op 1000 km van het einde?” .)

·  Laat zien dat het zonder tussendepot mogelijk is om elke willekeurige hoeveelheid benzine en de jeep op
100 km van het startpunt te brengen. Probeer een sluitende redenering te vinden dat je elke willekeurige
afstand door het aanleggen van voldoende depots kunt overbruggen.
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Wiskunde uit de bocht

In 2003 kreeg elke deelnemer een setje ‘elleboogjes’  of ‘ tangles’  (zie figuur) die je in elkaar kunt klikken. De
opdracht bestond in het bestuderen van gesloten circuits die je hiermee kunt maken. De dikte van de elleboogjes
werd verwaarloosd: wiskundig ging het over gesloten krommen (zonder ‘snavels’  of ‘dubbelpunten’ ), bestaande
uit kwartcirkels die in alle verbindingspunten een gezamenlijke raaklijn hebben. De opdracht was onderverdeeld
in drie delen: vlakke circuits, ruimtelijke circuits op een kubisch rooster en ten slotte een vrije opgave waarbij de
leerlingen zelf uitdagende problemen mochten formuleren ook wanneer ze er geen antwoord op hadden.

Dit zijn enkele vraagjes uit het eerste deel:

·  Leg met 8 elleboogjes een vlak 8-circuit. Zijn er meerdere mogelijkheden? Geef ook alle mogelijkheden
voor een vlak 12-circuit. Toon overtuigend aan dat je ze allemaal gevonden hebt.

·  Met een oneven aantal elleboogjes kun je nooit een vlak circuit leggen.

·  Voor welke waarden van n is een vlak n-circuit mogelijk? Kun je dit ook hard maken?

·  Beschouw de elleboogjes als kwartcirkels met straal 1. Laat zien dat de oppervlakte binnen een vlak
8-circuit gelijk is aan p + 4.

·  Je ziet dat oppervlakte p en p + 4 voorkomen. Welke oppervlaktes kunnen bij 12-, 16-, … n-circuits
voorkomen?

 Geïnteresseerd om mee te doen?

Leerkrachten die interesse hebben om leerlingenteams in te schrijven, kunnen contact opnemen met
wisbdag@fi.uu.nl.

Het Vlaams Nationaal Agentschap voor Comenius organiseert van 19 t/m 23 oktober 2005 een Comenius-
contactseminarie in Alden Biesen (Bilzen) met als thema: "Wiskunde, wetenschappen en technologie in
Europees perspectief" voor de leerkrachten wiskunde, wetenschappen en technologie om met verschillende
partnerscholen uit het buitenland een Comenius 1 project op te starten. Doelgroep leerlingen Secundair
onderwijs. Inschrijvingsformulieren zijn te bekomen bij Lucienne.dejonghe@ond.vlaanderen.be (tel:
02 5538904).
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