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Toename van een functie

Zij y = f(x) gedefinieerd in de omgeving van een waarde
Detoenamgof aangroeiinjvany = f(x) in x is definieerd als

Ay =Af(z) = f(z+ Az) — f(2)
Voorbeeld : voory = 22 is
Ay = A(2°) = (z + Ax)* — 2° = 2(Az) v + (Az)?
Opmerking 1y = f(x) is continu inz, betekent :

Axz—0
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Afleidbaar heid in een punt

y = f(x) is afleidbaar inz, € def(f) als
lim fzo + Az) — f(20)

Az—0 Az
Deze limiet, notatief’(x), heetde afgeleidevan f in x

/(z0) = lim f(xo+h) — f(zo)

h—0 h

bestaat en eigenlijk is.

limiet <= afgeleidef’(x)
rechterlimiet < rechterafgeleidg/,(z)

linkerlimiet <= linkerafgeleidef; (x)
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Voorbeeld : f(z) = |7

7y Vermits f7(0) # fr(0) bestaat
f'(xo) niet, m.a.w.|z| is niet afleid-
baar inx = 0.
0 T
£u(0) = tim L IO g Zh 20
h=0 h o N
fr(0) = lim f(n) = f0) = lim h=0 — 1
h=0 L N

Intuitief ;. een afgeleidbare functie is een vioeiende getekende
functie
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Meetkundige betekenis

= lim —=
Axz—0 Aﬂj

= f(20)

33'0 L0 —I—I Ax
f'(xq) is de rico van de raaklijn aan= f(x) in x :

y — f(zo) = f'(w0) (x — x0)
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Afladbaar heid in een interval

y = f(x) is afleidbaar in het open interval, b| als ze afleidbaar
IS In elk punt van dit interval.
y = f(x) is afleidbaar in het gesloten interval b| als ze
afleidbaar is ina, b|, rechts-afleidbaar is imen
links-afleidbaar is irb.
Analoge definities gelden voor halfopen intervallen.
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De afgelade functie

Beschouw de verzameling van punteywaarvoorf’(xz)
bestaat. Dafgeleide functi?vany = f(x) is bepaald door

v f'(z)
Notaties :
f'(z)
Df(x) (Cauchy)
dy o
N (Leibniz)
dx
U (Newton alsr = tijd ¢)

f'(...) betekent afleiden naar de onafhankelijke veranderlijke
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Afgeleide van den-de orde

De afgeleide functie bezit meestal opnieuw een afgeleide : de
tweede afgeleide van de oorspronkelijke functie deffgeleide
van de tweede orde
Notaties :

- &(4) - &

afgeleide van de-de orde
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Stijgen en dalen, extrema

Zij y = f(x) afleidbaar inz.

y = f(x)is stijgend inzy, <~

y = f(x) is dalend inx

rt i1 11

y = f(x) heeft extremum ix, <=

Af(xg) > 0a.s.aldAx >0
o Bf (o)
11m

Ax—0 A:Ij
f'(zo) >0

> ()

Af(xg) <0a.s.aldAx >0
s A f(xo)
111

Azxz—0 AQE

f(x0) <0

<0

f/(CUO) =0
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Opmerking

Bepaal de punten ifu, b] waariny = f(x) een extremum bereikt
Kritische punten: punten waarin de functie mogelijks een

extremum heetft.
De kritische punten zijn Y

A

als f(x) afleidbaar is : punter
waarinf’(x) =0

punten waariry (x) niet afleid-

baar IS

aenb
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Deregel van del’Hospital
Als y = f(x) eny = g(z) afleidbaar zijn iy en f(xg) = 0 en
g(xo) = 0, waarbijg¢’(xg) # 0, danis
f(z) — ['(20)

lim —=& = .
w—wo g(x)  g'(To)

f(z) — f(xo)

r — X

0
ez g(z)  e—wog(x)—0  a—wo g(x)—g(ze)  =—w0 g(x) — g(20)
r — Lo

f@) = flao) i B =T

T—Io __wo—os0 T — T _ f'(xo)
- /

i 9(%) = g(@o) g (o)

T—XQ r — Xy

Afgeleiden — p. 11/43



Afgeleide van constante functie

da _
aE—OaISCLER

da a—a
= lim

e —0
dz r=0 h
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Afgeleide van veelter mfunctie

mn
%’% —nz" ltalsn € N

dx" . (x+h)"—2a"
—— = lim
dx h—0 h
’ (xn+nhxn—1_|_n(n2_1)h2xn—2_|_.”_|_hn)_xn
— 1111
h—0 h
— 1
— }Llng)nxn_1+n<n2 )hilfn_2—|—--°—|—hn_1
n—1

— NI
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Afgeleide van log-functie

dlnz _ 1

dr — =
dlnx_l, In(z+h)—Inz ! 11 r+ h
dx a0 h B hlgtl)hn

T
%
= lim In (1 + E)
h—0 xr
W
In <1im (1 + @> >
h—0 T

In (lim (1+ k)ﬁ)

k—0

1n((}£(1+k)%)1>

11

ln Cr — —
€T Afgeleiden — p. 14/43
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Afleidingsregels

d _ dfi(z) | dfe(z)
@[fl(ﬂf)Jrfz(f)] = 4 T4
d ~dfi(z) df2(z)
@[fl(iv)fz(i’?)] = 4 fo(z) + fi(z) I
i D) - 2L

dz fo(z) f5 ()



Goniometrische functies

dsin x . sin(z + Azx) —sinx
= lim
dx Az—0 Ax
, 2811”1% COS (x—k%)
— lim
Az—0 Ax

, sm% , Ax
= lim lim cos|xz+ — | =cosx

Ax—0 % Ax—0 2
dcosx . cos(x + Ax) —cosx
= lim
dx Az—0 Ax
. QSm% sm(x+%)
= lim —
Az—0 Ax

~ sin % , , Ax ,
= — lim X lim sin{x+ — | = —sinx
Axr—0 Tx Ax—0 2
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Goniometrische functies

dtgx d sinz

dx dx cosx
cosx cosx — sinx (—sinx)

cos2 x
1

cos2 x
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| nver se functie

Zij y = f(x) inverteerbaar
over een bepaald interval. ,
Dan voldoety in dat inter-
val aan
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De exponentiélefunctie

dy df(z) 1
dr  dz  dfl(y)
dy
y=e" <= x=Iny reR, yeRS
dy_ . +r 1
a_@_dlny_I_y_e
dy dy v
de®*
— — =e¢
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Cyclometrische functies

dy df(z) 1
dz  dz  df'(y)
dy

: : T T
Y = arcsin T <= r = siny re[-1,1],y € [_57 5]

darcsmz dy 1 1 1 1
de  dr dr dsiny cosy V1 _sing?
dy dy
darcsin x 1
— —

dz V1 — 22
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Cyclometrische functies

dy _df(z) 1
dr  dr  df iy
dy
) = arccos T <= & = CoSYy re[-1,1],y €0, 7
darccos:z:_d_y_i_ 1 1
dc  dr dr dcosy  siny /T —cosy?
dy dy
darccos x 1
— e

dz V1 — x?
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Cyclometrische functies

dy df(z) 1
de  dz  df'(y)
dy

mw T
y = arctgr <— x = tgy xeR,ye]—§,§[

darctgr dy 1 1 1 5 1
dz  d¢ dr digy 1 -
dy dy cos? y

darctan z 1
dz 1+ 22
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Kettingregel

Zij y = y(u) enu = u(x). Danisy = y(u(x)) een functie varn.

ay _ dy du
dr du dx
Als u(z) afleidbaar is, zalAu = u(z + Ax) — u(x) — 0 zodra
Ax — 0
dy | ylu(e+ Aw) - y(u(@)
— = lim
dx Az—0 Ax
— im Y@ AW Zylul@) | Au
Az—0Az—0Au—0 A’LL Ax—0 ACE
dy d_u

du dz
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Kettingregel

dy _ dy
dr du dz

y=sinu met u=2"= y(u(z)) = sin2?

2
disin:z:2 — di(sinu)c(lji — 22 cos z°
T U £z
d 5 dz?
@(Smu)—cosu—cosx E—QCE
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Functiesin parametervorm

J =R {‘”t t €0, ]

v = falt) y = sint
d d cost
%:i’i:‘ﬁ(t) %Z_sint
dz  d=  f(1)
' Opmerking 1y = /1 — a2
dy x cost

5_ \/1—332_ sint
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De stelling van Rolle

Veronderstel day = f(x) afleidbaar is ina, 6. Als bovendien
f(a) = f(b), dan bestaat er ten minste één pyiat|a, b
waarvoorf’(¢) = 0.

Bewijs :
Is f niet constant, dan ,
. m < f(x) < M,Vz € |a, b]
/ﬁyﬁ; 2 metx,,, x)y € |a, b] en met
ZIZ‘
f(@m) = men f(zym) = M.
O Kies¢ =z, alsx,, € {a, b}
| ot ené = xy alsxy, € {a, b}.
s f constant, dan Dan is f/(£) =

f/ (5) — 07 \V/S 6 [a’7 b] Afgeleiden — p. 26/43



Middelwaar destelling van Cauchy

Zijn y = f(x) eny = g(x) continu in|a, b] en afleidbaar ina, b
enisg’(x) verschillend van in |a, b], dan bestaat er een
¢ €la, b waarvoor

f) — fla) _ f'(§)
g(b) —g(a) g(&)

() 1
Bewijs : h(z) = | f(a) g(a) 1
(b) 1




Middelwaar destelling van Cauchy

Zijn y = f(x) eny = g(x) continu in|a, b] en afleidbaar ina, b
enisg’(x) verschillend van in |a, b], dan bestaat er een
¢ €la, b waarvoor

f) — fla) _ f'(§)
g(b) —g(a) g(&)

Bewijs : 1/(z) = (g(a) — g(b)) f'(x) + (f(b) — f(a)) g'(x)
hz) = (9(a)—g(b)) f(z)+(f(b)—f(a))g(x)+f(a) g(b)—f(b)g(a)
Rolle : er bestaat eepc|a, b| waarvoorh/'(¢) = 0

— (9(b) — g(a)) f'(§) = (f(b) — f(a)) 4'(€).-

g'(§) # 0, wantg'(x) # 01in [a, b]
g(b) — g(a) # O (Zoniet RO”e Eld E]CL, b[ g,(d) — O) Afgeleiden — p. 28/43




Middelwaar destelling

van Lagrange
Veronderstel day = f(x) afleidbaar is ifa, b]. Dan bestaat er

minstens één putgt €]a, b| waarvoorf’(¢) = f(bl)? : i(a).
Bewijs : MWS van Cauchy :

y=JE)+ 1)@= f£b) = f(a) ()
g(0) —gla) g€

glxr) =x:

i ‘ f0) - fla)
D - 10— pe)
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Gevolgen van MWS

Isy = f(x) afleidbaar iga, b] met f'(x) = 0, Vx €la, b|,
dan isf(x) constant ina, b|.

Bewijs : neem een willekeurig puntenin |a, b.

T2 _ o= f@) = s

Isy = f(x) eny = g(x) afleidbaar ina, b] met
f'(x) = ¢'(x), Vx €la, b, danisf(x) — g(x) constant in
a, b].

MWS Lagrange :

Bewijs : vorig gevolg toegepast ap= f(z) — g(x)
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Differentialen

Leibniz notatie :g—i = f'(z) waaruitd) = f'(x) dz
dy : dedifferentiaalvany = f(z)
Als z toeneemt metdneemty langs de raaklijioe met
f(x)dz.
Is dy overal gedefinieerd, dan heeft men eferentieerbare
} functie.

De differentiaal Is
het hoofddeel van de
functie-toename als
de toename dklein
IS.
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Newton-Raphson methode

Gevraagd : zoek een nulpunt véfw) = 0in [a, b]
Zij f afleidbaar ina, b|

raakliininzy : vy — f(xo) = f'(x0) (x — x0)

Snijpuntxl metz-as . — f(ilf()) — f,<5130) (SEl — SI?())

B f (o)
e f'(xo)
f(xn)7 n=20,1,...

n
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Newton-Raphson methode

T )
n

Convergeert de rijg, 1, 2, . . . naar een zekerewaarvoor

fla) =07
Hoe snel is de eventuele convergentie ?
Antwoord :

n=20,1,...

alsx, dicht genoeg ligt bij de te zoekenis er steeds
convergentie , m.a.vlokale convergentie

De orde van convergentis kwadratischd.w.z. er bestaat
een constanté’ waarvoor

21 — | < Clx, — al?.
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Newton-Raphson methode

Ln+1 = Tn — f,(

Ty)

n=20,1,...

Bepaala = 0.703467422498 vanx — e */2 = ) metz, = 1.

Lp+1l — Tp —

Tp — e 2 T/ (g 4 2)

1+ 2emm/2 24 emon/?
n ZTn Tni1 — al/lzn — af?
0 1
1 | 0.6980896128 0.061
2 | 0.7034655390 0.065
3 | 0.7034674224 0.065
4| 0.7034674225
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Het teken van f"(x)

f(x) <= positief of negatief
Al

f'(x) <= 72

) <= stijgen of dalen

=

Y f(x) >0 <= f'(x) stijgt

[
-

<~ derico’s van de
raaklijnen stijgen

<= de raaklijnen stijgen

gy meer en meer
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Buigpunt van een kromme

Is f""(xg) = 0 enwisselt f”(x) in zy van tekendan zegt men dat
Y = fé:p) eenbuigpuntheeft inz.

Heefty = f(x) een buigpunt ir:y, dan snijdt de raaklijn er de
kKromme.
In punten die geen buigpunten zijn, raakt de raaklijn de kromme.
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Functie-onder zoek

1. deff)
Wanneer ig(x) > 0, f(z) =0, f(z) <07?

H.A., V.A., S.A. +ligging t.o.v. H.A. en S.A.
Wanneer i’ (z) > 0, f'(z) =0, f'(x) <0 7?
Wanneer i (z) > 0, f"(x) =0, f"(x) <07?
f(x) in elk bijzonder punt.

Vat de resultaten samen in een tabel.

© N o O bk~ WD

Maak een schets. Win eventueel extra informatie in, zoals
bvb. de vergelijkingen van raaklijnen in buigpunten.
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2

Voorbeeld: y =e™
1. deff)

def(f) = Ren f(x) is even
2. Wanneerigf(z) > 0, f(z) =0, f(x) <07?

f(x) > 0 vermitsexp(x) > 0 voor allex € R

flz) |+
3. HA., VA, S.A. +ligging t.o.v. HA. en S.A.

. .2
lim e * =0
r——+00

Vermits f(x) > 0 ligt de grafiek boven de H.A; = (),
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2

Voorbeeld: y =e™*
4. Wanneer ig’(z) > 0, f'(z) =0, f'(x) <07?

fl(x)=—2xe"

Kritisch punt :x =0

x 0

flz) + + +
flay + 0 -
flz) 7 max N\
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2

Voorbeeld: y =e™*

5. Wanneer ig”(x) > 0, f"(x) =0, f"(z) <07?

2

f'(2) = (—2+42%) e

Kritische punten z = —¥2 eng = ¥2
x _72 0 g
fle) + + + + + +
fll) + + + 0 — =
ey + 0 — — —= 0
fl)y < 0 A max AN\

_|_

(v +
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2

Voorbeeld: y =e™

6. f(x) in elk bijzonder puntz.

(0, 1) (i?,ﬁ) ~ (£0.71, 0.61)

(£1, e ') =~ (£1, 0.36) (£2, e™*) = (£2, 0.02)

Raaklijnen in buigpunten :

2 1 2 1
Y=/ —T+24/— en Y= —/—T+ 2/ -
e e e e
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2

Voorbeeld: y =e™*

7. Samenvattende tabel

V2 V2
x _Xe 0 A

2 2
flo) |+ + + + + o+ o+
fllo) |+ + + 0 — - =
f(x) | + 0 - - - 0 +
f@) | < 0 A max x2S
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2

Voorbeeld: y =e™*

8. Schets:

Afgeleiden — p. 43/43



	Toename van een functie
	Afleidbaarheid in een punt
	Voorbeeld : $f(x)
= |x|$
	Meetkundige betekenis
	Afleidbaarheid in een interval
	De afgeleide functie
	Afgeleide van de $n$-de orde
	Stijgen en dalen, extrema
	Opmerking
	De regel van de l'Hospital
	Afgeleide van constante functie
	Afgeleide van veeltermfunctie
	Afgeleide van log-functie
	Afleidingsregels
	Goniometrische functies
	Goniometrische functies
	Inverse functie
	De exponenti"ele functie
	Cyclometrische functies
	Cyclometrische functies
	Cyclometrische functies
	Kettingregel
	Kettingregel
	Functies in parametervorm
	De stelling van Rolle
	Middelwaardestelling {�lue large �f van Cauchy}
	Middelwaardestelling {�lue large �f van Cauchy}
	Middelwaardestelling
	Gevolgen van MWS
	Differentialen
	Newton-Raphson methode
	Newton-Raphson methode
	Newton-Raphson methode
	Het teken van $f''(x)$
	Buigpunt van een kromme
	Functie-onderzoek
	Voorbeeld : $y=e^{-x^2}$
	Voorbeeld : $y=e^{-x^2}$
	Voorbeeld : $y=e^{-x^2}$
	Voorbeeld : $y=e^{-x^2}$
	Voorbeeld : $y=e^{-x^2}$
	Voorbeeld : $y=e^{-x^2}$

