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Toename van een functie
Zij y = f(x) gedefinieerd in de omgeving van een waardex.

De toename(of aangroeiing) vany = f(x) in x is definieerd als

∆y = ∆f(x) = f(x + ∆x) − f(x)

Voorbeeld : voory = x2 is

∆y = ∆(x2) = (x + ∆x)2 − x2 = 2 (∆x) x + (∆x)2

Opmerking :y = f(x) is continu inx0 betekent :

lim
∆x→0

∆f(x0) = 0
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Afleidbaarheid in een punt
y = f(x) is afleidbaar inx0 ∈ def(f) als

lim
∆x→0

f(x0 + ∆x) − f(x0)

∆x
bestaat en eigenlijk is.

Deze limiet, notatief ′(x0), heetde afgeleidevanf in x0

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h) − f(x0)

h

limiet ⇐⇒ afgeleidef ′(x0)

rechterlimiet ⇐⇒ rechterafgeleidef ′
R(x0)

linkerlimiet ⇐⇒ linkerafgeleidef ′
L(x0)
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Voorbeeld : f(x) = |x|

�

�
y

x0

Vermits f ′
L(0) �= f ′

R(0) bestaat

f ′(x0) niet, m.a.w.|x| is niet afleid-

baar inx = 0.

• f ′
L(0) = lim

h
<→0

f(h) − f(0)

h
= lim

h
<→0

−h − 0

h
= −1

• f ′
R(0) = lim

h
>→0

f(h) − f(0)

h
= lim

h
>→0

h − 0

h
= 1

Intuïtief : een afgeleidbare functie is een vloeiende getekende

functie
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Meetkundige betekenis

�

�

x0 x0 + ∆x

∆y

∆x
f(x0)

f(x0 + ∆x)

y

β

y = f(x)

α
x

A

B

lim
∆x→0

tgβ = lim
∆x→0

∆y

∆x
tgα = f ′(x0)

f ′(x0) is de rico van de raaklijn aany = f(x) in x0 :

y − f(x0) = f ′(x0) (x − x0)
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Afleidbaarheid in een interval
y = f(x) is afleidbaar in het open interval]a, b[ als ze afleidbaar

is in elk punt van dit interval.

y = f(x) is afleidbaar in het gesloten interval[a, b] als ze

afleidbaar is in]a, b[, rechts-afleidbaar is ina en

links-afleidbaar is inb.

Analoge definities gelden voor halfopen intervallen.
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De afgeleide functie
Beschouw de verzameling van puntenx0 waarvoorf ′(x0)

bestaat. Deafgeleide functievany = f(x) is bepaald door

x �→ f ′(x)

Notaties :
f ′(x)

Df(x) (Cauchy)
dy

dx
(Leibniz)

ẏ (Newton alsx = tijd t)

f ′(. . .) betekent afleiden naar de onafhankelijke veranderlijke. . .
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Afgeleide van de n-de orde
De afgeleide functie bezit meestal opnieuw een afgeleide : de

tweede afgeleide van de oorspronkelijke functie , ofde afgeleide

van de tweede orde.

Notaties :

f ′′(x) =
d
dx

(
df(x)

dx

)
=

d2

dx2
f(x)

. . .

afgeleide van den-de orde

f (n)(x) =
dn

dxn
f(x)
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Stijgen en dalen, extrema
Zij y = f(x) afleidbaar inx0.

y = f(x) is stijgend inx0 ⇐⇒ ∆f(x0) ≥ 0 a.s.a.∆x > 0

⇐⇒ lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
≥ 0

⇐⇒ f ′(x0) ≥ 0

y = f(x) is dalend inx0 ⇐⇒ ∆f(x0) ≤ 0 a.s.a.∆x > 0

⇐⇒ lim
∆x→0

∆f(x0)

∆x
≤ 0

⇐⇒ f ′(x0) ≤ 0

y = f(x) heeft extremum inx0 ⇐⇒ f ′(x0) = 0
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Opmerking
Bepaal de punten in[a, b] waariny = f(x) een extremum bereikt

Kritische punten: punten waarin de functie mogelijks een

extremum heeft.
De kritische punten zijn

• als f(x) afleidbaar is : punten

waarinf ′(x) = 0

• punten waarinf(x) niet afleid-

baar is

• a enb

�

�
y

xa b
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De regel van de l’Hospital
Als y = f(x) eny = g(x) afleidbaar zijn inx0 enf(x0) = 0 en

g(x0) = 0, waarbijg′(x0) �= 0, dan is

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

f ′(x0)

g′(x0)
.

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f(x)−0

g(x)−0
= lim

x→x0

f(x)−f(x0)

g(x)−g(x0)
= lim

x→x0

f(x) − f(x0)
x − x0

g(x) − g(x0)
x − x0

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f(x) − f(x0)
x − x0

g(x) − g(x0)
x − x0

=
lim

x→x0

f(x) − f(x0)

x − x0

lim
x→x0

g(x) − g(x0)

x − x0

=
f ′(x0)

g′(x0)
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Afgeleide van constante functie
da
dx = 0 alsa ∈ R

da

dx
= lim

h→0

a − a

h
= 0
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Afgeleide van veeltermfunctie
dxn

dx = nxn−1 alsn ∈ N

dxn

dx
= lim

h→0

(x + h)n − xn

h

= lim
h→0

(xn + nhxn−1 + n (n−1)
2

h2 xn−2 + · · · + hn) − xn

h

= lim
h→0

nxn−1 +
n (n − 1)

2
hxn−2 + · · · + hn−1

= nxn−1
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Afgeleide van log-functie
d ln x

dx = 1
x

d ln x

dx
= lim

h→0

ln(x + h) − ln x

h
= lim

h→0

1

h
ln

(
x + h

x

)

= lim
h→0

ln

(
1 +

h

x

) 1
h

= ln

(
lim
h→0

(
1 +

h

x

) 1
h

)

h
x
=k
= ln

(
lim
k→0

(1 + k)
1

k x

)
= ln

((
lim
k→0

(1 + k)
1
k

) 1
x

)

= ln e
1
x =

1

x Afgeleiden – p. 14/43



Afleidingsregels

d
dx

[f1(x) + f2(x)] =
df1(x)

dx
+

df2(x)

dx

d
dx

[f1(x)f2(x)] =
df1(x)

dx
f2(x) + f1(x)

df2(x)

dx

d
dx

f1(x)

f2(x)
=

df1(x)

dx
f2(x) − f1(x)

df2(x)

dx
f 2

2 (x)
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Goniometrische functies

dsin x

dx
= lim

∆x→0

sin(x + ∆x) − sin x

∆x

= lim
∆x→0

2 sin ∆x
2

cos
(
x + ∆x

2

)
∆x

= lim
∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

lim
∆x→0

cos

(
x +

∆x

2

)
= cos x

dcos x

dx
= lim

∆x→0

cos(x + ∆x) − cos x

∆x

= lim
∆x→0

−2 sin ∆x
2

sin
(
x + ∆x

2

)
∆x

= − lim
∆x→0

sin ∆x
2

∆x
2

lim
∆x→0

sin

(
x +

∆x

2

)
= − sin x
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Goniometrische functies

d tgx

dx
=

d
dx

sin x

cos x

=
cos x cos x − sinx (− sin x)

cos2 x

=
1

cos2 x
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Inverse functie
Zij y = f(x) inverteerbaar

over een bepaald interval.

Dan voldoety in dat inter-

val aan

x = f−1(y) . �

�

y

x
0

y = f(x)

y = f−1(x)

� (xP , yP )

�

(yP , xP )

dy

dx
=

df(x)

dx
=

1

df−1(y)

dy
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De exponentiële functie

dy

dx
=

df(x)

dx
=

1

df−1(y)

dy

y = ex ⇐⇒ x = ln y x ∈ R, y ∈ R
+
0

dy

dx
=

1
dx

dy

=
1

d ln y

dy

=
1
1

y

= y = ex

=⇒ dex

dx
= ex
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Cyclometrische functies

dy

dx
=

df(x)

dx
=

1

df−1(y)

dy

y = arcsinx ⇐⇒ x = sin y x ∈ [−1, 1], y ∈ [−π

2
,

π

2
]

darcsinx

dx
=

dy

dx
=

1
dx

dy

=
1

dsin y

dy

=
1

cos y
=

1√
1 − sin y2

=⇒ darcsinx

dx
=

1√
1 − x2
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Cyclometrische functies

dy

dx
=

df(x)

dx
=

1

df−1(y)

dy

y = arccos x ⇐⇒ x = cos y x ∈ [−1, 1], y ∈ [0, π]

darccos x

dx
=

dy

dx
=

1
dx

dy

=
1

dcos y

dy

= − 1

sin y
= − 1√

1 − cos y2

=⇒ darccos x

dx
= − 1√

1 − x2
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Cyclometrische functies

dy

dx
=

df(x)

dx
=

1

df−1(y)

dy

y = arctgx ⇐⇒ x = tgy x ∈ R, y ∈] − π

2
,

π

2
[

darctgx
dx

=
dy

dx
=

1
dx

dy

=
1

dtgy

dy

=
1
1

cos2 y

= cos2 y =
1

1 + tg 2y

⇐⇒ darctan x

dx
=

1

1 + x2
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Kettingregel
Zij y = y(u) enu = u(x). Dan isy = y(u(x)) een functie vanx.

dy

dx
=

dy

du

du

dx

Als u(x) afleidbaar is, zal∆u = u(x + ∆x) − u(x) → 0 zodra

∆x → 0

dy

dx
= lim

∆x→0

y(u(x + ∆x)) − y(u(x))

∆x

= lim
∆x→0∆x→0∆u→0

y(u(x) + ∆u) − y(u(x))

∆u
lim

∆x→0

∆u

∆x

=
dy

du

du

dx
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Kettingregel

dy

dx
=

dy

du

du

dx

y = sin u met u = x2 =⇒ y(u(x)) = sin x2

d
dx

sin x2 =
d
du

(sinu)
dx2

dx
= 2x cos x2

d
du

(sin u) = cos u = cos x2 dx2

dx
= 2x
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Functies in parametervorm
 x = f1(t)

y = f2(t)
t ∈ [ta, tb]

dy

dx
=

dy

dt

dx

dt

=
ḟ2(t)

ḟ1(t)


 x = cos t

y = sin t
t ∈ [0, π]

dy

dx
= −cos t

sin t

Opmerking : y =
√

1 − x2

dy

dx
= − x√

1 − x2
= −cos t

sin t
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De stelling van Rolle
Veronderstel daty = f(x) afleidbaar is in[a, b]. Als bovendien

f(a) = f(b), dan bestaat er ten minste één puntξ ∈]a, b[

waarvoorf ′(ξ) = 0.

Bewijs :

�

�

y

x
O a b

y = f(x)

ξ

y = f(ξ)

• Is f constant , dan

f ′(ξ) = 0, ∀ξ ∈ [a, b]

• Is f niet constant, dan ,

m ≤ f(x) ≤ M,∀x ∈ [a, b]

met xm, xM ∈ [a, b] en met

f(xm) = m enf(xM) = M .

Kies ξ = xm alsxm �∈ {a, b}
en ξ = xM als xM �∈ {a, b}.

Dan isf ′(ξ) = 0
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Middelwaardestelling van Cauchy
Zijn y = f(x) eny = g(x) continu in[a, b] en afleidbaar in]a, b[

en isg′(x) verschillend van0 in [a, b], dan bestaat er een

ξ ∈]a, b[ waarvoor

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

.

Bewijs : h(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
f(x) g(x) 1

f(a) g(a) 1

f(b) g(b) 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (g(a)− g(b))f(x)+ (f(b)− f(a))g(x)+ f(a) g(b)− f(b)g(a)

=⇒ h′(x) = (g(a) − g(b)) f ′(x) + (f(b) − f(a)) g′(x)
Afgeleiden – p. 27/43



Middelwaardestelling van Cauchy
Zijn y = f(x) eny = g(x) continu in[a, b] en afleidbaar in]a, b[

en isg′(x) verschillend van0 in [a, b], dan bestaat er een

ξ ∈]a, b[ waarvoor

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

.

Bewijs : h′(x) = (g(a) − g(b)) f ′(x) + (f(b) − f(a)) g′(x)

h(x) = (g(a)−g(b))f(x)+(f(b)−f(a))g(x)+f(a) g(b)−f(b)g(a)

Rolle : er bestaat eenξ ∈]a, b[ waarvoorh′(ξ) = 0

=⇒ (g(b) − g(a)) f ′(ξ) = (f(b) − f(a)) g′(ξ) .

g′(ξ) �= 0, wantg′(x) �= 0 in [a, b]

g(b) − g(a) �= 0 (zoniet Rolle :∃d ∈]a, b[: g′(d) = 0) Afgeleiden – p. 28/43



Middelwaardestelling
van Lagrange
Veronderstel daty = f(x) afleidbaar is in[a, b]. Dan bestaat er

minstens één puntξ ∈]a, b[ waarvoorf ′(ξ) =
f(b) − f(a)

b − a
.

Bewijs :

�

�

y

x
O a b

y = f(x)

ξ

y = f(ξ) + f ′(ξ) (x − ξ)

MWS van Cauchy :

f(b) − f(a)

g(b) − g(a)
=

f ′(ξ)
g′(ξ)

.

g(x) = x :

f(b) − f(a)

b − a
= f ′(ξ)
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Gevolgen van MWS
• Is y = f(x) afleidbaar is[a, b] metf ′(x) = 0, ∀x ∈]a, b[,

dan isf(x) constant in[a, b].

Bewijs : neem een willekeurig puntenx in [a, b[.

MWS Lagrange :
f(x) − f(b)

x − b
= 0 =⇒ f(x) = f(b)

• Is y = f(x) eny = g(x) afleidbaar in[a, b] met

f ′(x) = g′(x), ∀x ∈]a, b[, dan isf(x) − g(x) constant in

[a, b].

Bewijs : vorig gevolg toegepast opy = f(x) − g(x)
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Differentialen
Leibniz notatie :

dy

dx
= f ′(x) waaruit dy = f ′(x) dx

dy : dedifferentiaalvany = f(x)

Als x toeneemt met dx neemty langs de raaklijntoe met

f ′(x) dx.

Is dy overal gedefinieerd, dan heeft men eendifferentieerbare

functie.

�

�

x x + dx

f(x) + f ′(x)dx
f(x)

x

y

}
dy

De differentiaal is

het hoofddeel van de

functie-toename als

de toename dx klein

is.
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Newton-Raphson methode
Gevraagd : zoek een nulpunt vanf(x) = 0 in [a, b]

Zij f afleidbaar in]a, b[

raaklijn inx0 : y − f(x0) = f ′(x0) (x − x0)

snijpuntx1 metx-as :− f(x0) = f ′(x0) (x1 − x0)

x1 = x0 − f(x0)

f ′(x0)

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, . . .
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Newton-Raphson methode

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, . . .

Convergeert de rijx0, x1, x2, . . . naar een zekereα waarvoor

f(α) = 0 ?

Hoe snel is de eventuele convergentie ?

Antwoord :

• alsx0 dicht genoeg ligt bij de te zoekenα is er steeds

convergentie , m.a.w.lokale convergentie

• De orde van convergentieis kwadratisch, d.w.z. er bestaat

een constanteC waarvoor

|xn+1 − α| ≤ C |xn − α|2 .
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Newton-Raphson methode

xn+1 = xn − f(xn)

f ′(xn)
, n = 0, 1, . . .

Bepaalα = 0.703467422498 vanx − e−x/2 = 0 metx0 = 1.

xn+1 = xn − xn − e−xn/2

1 + 1
2
e−xn/2

=
e−xn/2 (x + 2)

2 + e−xn/2

n xn |xn+1 − α|/|xn − α|2
0 1

1 0.6980896128 0.061

2 0.7034655390 0.065

3 0.7034674224 0.065

4 0.7034674225 Afgeleiden – p. 34/43



Het teken van f ′′(x)

f(x) ⇐⇒ positief of negatief

f ′(x) ⇐⇒ stijgen of dalen

f ′′(x) ⇐⇒ ?

�

�

y

O
x

f ′′(x) > 0 ⇐⇒ f ′(x) stijgt

⇐⇒ de rico’s van de

raaklijnen stijgen

⇐⇒ de raaklijnen stijgen

meer en meer
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Buigpunt van een kromme
Is f ′′(x0) = 0 enwisseltf ′′(x) in x0 van teken, dan zegt men dat

y = f(x) eenbuigpuntheeft inx0.

�

�

y

O
x

f(x0)

x0

y = f(x)

Heefty = f(x) een buigpunt inx0, dan snijdt de raaklijn er de

kromme.

In punten die geen buigpunten zijn, raakt de raaklijn de kromme.
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Functie-onderzoek
1. def(f)

2. Wanneer isf(x) > 0, f(x) = 0, f(x) < 0 ?

3. H.A., V.A., S.A. + ligging t.o.v. H.A. en S.A.

4. Wanneer isf ′(x) > 0, f ′(x) = 0, f ′(x) < 0 ?

5. Wanneer isf ′′(x) > 0, f ′′(x) = 0, f ′′(x) < 0 ?

6. f(x) in elk bijzonder puntx.

7. Vat de resultaten samen in een tabel.

8. Maak een schets. Win eventueel extra informatie in, zoals

bvb. de vergelijkingen van raaklijnen in buigpunten.
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Voorbeeld : y = e−x2

1. def(f)

def(f) = R enf(x) is even

2. Wanneer isf(x) > 0, f(x) = 0, f(x) < 0 ?

f(x) > 0 vermitsexp(x) > 0 voor allex ∈ R

x

f(x) +

3. H.A., V.A., S.A. + ligging t.o.v. H.A. en S.A.

lim
x→+∞

e−x2

= 0

Vermitsf(x) > 0 ligt de grafiek boven de H.A.y = 0.
Afgeleiden – p. 38/43



Voorbeeld : y = e−x2

4. Wanneer isf ′(x) > 0, f ′(x) = 0, f ′(x) < 0 ?

f ′(x) = −2x e−x2

Kritisch punt :x = 0

x 0

f(x) + + +

f ′(x) + 0 −
f(x) ↗ max ↘
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Voorbeeld : y = e−x2

5. Wanneer isf ′′(x) > 0, f ′′(x) = 0, f ′′(x) < 0 ?

f ′′(x) = (−2 + 4x2) e−x2

Kritische punten :x = −
√

2
2

enx =
√

2
2

x −
√

2
2

0
√

2
2

f(x) + + + + + + +

f ′(x) + + + 0 − − −
f ′′(x) + 0 − − − 0 +

f(x)
↗
� ↗ ↗

� max
↘
� ↘ ↘

�
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Voorbeeld : y = e−x2

6. f(x) in elk bijzonder puntx.

(0, 1)

(
±
√

2

2
, e−

1
2

)
≈ (±0.71, 0.61)

(±1, e−1) ≈ (±1, 0.36) (±2, e−4) ≈ (±2, 0.02)

Raaklijnen in buigpunten :

y =

√
2

e
x + 2

√
1

e
en y = −

√
2

e
x + 2

√
1

e
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Voorbeeld : y = e−x2

7. Samenvattende tabel

x −
√

2

2
0

√
2

2

f(x) + + + + + + +

f ′(x) + + + 0 − − −
f ′′(x) + 0 − − − 0 +

f(x)
↗
� ↗ ↗

� max
↘
� ↘ ↘

�
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Voorbeeld : y = e−x2

8. Schets :

-2 -1 1 2

0.2

0.4

0.6

0.8

1
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