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Helling van een rechte (slope)

• Helling van een
rechte
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• Helling in een punt P v.e. functie y=f(x)
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Afgeleiden: definitie

De afgeleide bestaat, op voorwaarde dat
deze limiet bestaat!
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Afgeleiden: formules
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Vb: afgeleide via kettingregel
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In dit voorbeeld werd een nieuwe veranderlijke u ingevoerd.
Mits enige oefening is dit niet meer nodig.

: bereken de afgeleide
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Vb: afgeleide via kettingregel

1
11 2 +

−=
x

yBereken de afgeleide van : 

Schrijf v
u 11−=waarbijuy =

Dan is 2/1

2
1 −= u

du
dy

Zodat
dx
dv

dv
du

du
dy

dx
dy

=

en 12 += xv

, 
2−= v

dv
du

en x
dx
dv 2=

x
x

x

2
)1(

1

1
11

1
2
1

22

2

+
+

−
=

xx
xx

22

2

)1(
1

+
+

=

Afgeleiden: sinus & cosinus
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Afgeleiden: formules
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Afgeleiden: formules
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Limieten – Regel de l’Hospital

Algemeen is:

Voorbeeld: Onbepaaldheid wegens:

Daarom: 
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Voor een onbepaaldheid van de gedaante 0/0 of ∞/∞ geldt:
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Limieten – Regel de l’Hospital
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Johann Bernouilli Guillaume De l’Hôpital

(1661-1704)(1667-1748)
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Functie bespreking

• domein + eventuele periode
• snijpunten met x-as en y-as
• asymptoten
• f’(x) en f’’(x)
• extrema (maxima,minima)
• buigpunten
• grafiek

Functie bespreking: vb
22 )1(16 xxy −=

)32(32)12)(1(32)]1(2[16)1(32' 2322 xxxxxxxxxxy +−=−−=−−+−=

)166(32'' 2 +−= xxy
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24366 ±
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)44.0,79.0()44.0,21.0( en

Vb: )0,1()0,0( en

)1,5.0()0,1(,)0,0( en

Nulpunten:

Extrema:

Buigpunten:
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Alle afleidingsformules kunnen met differentialen
geschreven worden:

Differentiaal van een functie

dxxfdy )('=

xdxxd cossin =

Indien y=f(x) een afgeleide heeft, f’(x), 
dan is de differentiaal:
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Voorbeeld: partiële afgeleide
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Totale afgeleide (kettingregel)

[ ])(),( thtgfz =

Voor elke waarde van t is een punt P op de curve bepaald. 
De variabele t noemt men de parameter. Merk op dat nu

Dit is een beperking van f(x,y)!

Curve in xy-vlak, 
gegeven een
parametervoorstelling:
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Voorbeeld: totale afgeleide
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Parametrische vgl: 
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Afgeleide van impliciete functies

0cos),( =−= xyyyxF

De afgeleide van een impliciete functie F(x,y)=0 naar
de gekozen onafhankelijke (bv. x) wordt bekomen door
F(x,y)=0 af te leiden naar x en de bekomen vgl op te
lossen naar y’

xyx
xyyy

sin1
sin'

+
−=

Voorbeeld: 0=
∂
∂

+
∂
∂

=
dx
dy

y
F

x
F

dx
dF

met: 0cos =− xyywaaruit: 

of: 0sinsin =++ xy
dx
dyx

dx
dyxyy

0)sin1(sin0 =+++=
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Afgeleide impliciete functie: vb
Gegeven:

Volgens: 0)2()2( =+++
dx
dyyxyx

met: 

022 =−+ yy met wortels: 
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Integrerende factor

Er bestaat altijd een nog onbekende functie:

wel een totale differentiaal wordt.

dyyxQyxdxyxPyx ),(),(),(),( µµ +
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Integrerende factor

Is                een integrerende factor?
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Wiskunde: Integralen
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Bepaalde integralen

Oppervlakte tussen de x-as, de kromme y=f(x) en de rechten 
x=a en x=c kan men benaderen door:

( ) ∑∑
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− ∆=−=
n

i
i

n

i
ii ii

xfxxfxxS
11

1 )()( αα

Indien de limiet voor

Beschouw y=f(x) met 

0, →∆∞→ ixn bestaat, dan spreekt

BEPAALDE INTEGRAAL : ∫
c

a

dxxf )(

],[0)( caxxf ∈∀>

men van een

Onbepaalde integraal

of

• Ondergrens vaste waarde
• Bovengrens veranderlijk

)()( tFdxxf
t

a
∫ =

=−∆+ )()( tFttF

t
tFttFf

∆
−∆+

≅
)()()(τ

Bij limiet 0→∆t zal t→τ zodat dt
tdFtf )()( =

Men noemt )(tF de primitieve functie van )(tf

=−∫∫
∆+ t

a

tt
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dxxfdxxf )()( ∫
∆+ tt

t

dxxf )( tf ∆≅ )(τ
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Onbepaalde integraal

Opgelet: een groot verschil!

∫ += CxFdxxf )()(

Opmerking: het symbool om de variabele aan te geven in een
bepaalde integraal heeft geen invloed op de berekening. Dwz:

...)()()( ∫∫∫ ===
b

a

b

a

b

a

duufdyyfdxxf

∫
b

a

dxxf )(

Onbepaalde integraal constante

Primitieve functie van f(x)

is een getal!

∫ dxxf )( is een functie!

Integratieformules
Deze volgen onmiddellijk uit de afgeleidenformules, zoals:

∫∫ = dxxfCdxxCf )()( [ ] ∫∫∫ +=+ dxxfdxxfdxxfxf )()()()( 2121

C
n
xdxx

n
n +

+
=

+

∫ 1

1

Cx
x

dx
+=∫ ln

Cxxdx +−=∫ cossin Cxxdx +=∫ sincos

Cx
x

dx
+=∫ tan

cos2 Cx
x

dx
+−=∫ cot

sin2

Cedxe xx +=∫

Cx
x

dx
+=

−∫ arcsin
1 2 Cx

x
dx

+=
+∫ arctan

1 2
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Vbn: rechtstreekse integratie
( )∫ =− dxxx 22 ∫∫ =− xdxdxx 22

∫ =xdxsin4 Cx +− cos4

( )∫ =+− dxxx 24 =+− ∫∫∫ dxxdxdxx 24 Cxxx ++− 2
2
1

5
1 25

( )∫ =− dxxx sincos3 =−+ ∫∫ dxxdxx )sin(cos3 Cxx ++ cossin3

∫ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − dx

xx 23

34
=+

−
−

−

−−

Cxx
)1(

3
)2(

4
12

Cxx ++− −− 12 32

( )∫ =+ dxee xx 62 6 =+ ∫∫ dxedxe xx 66 =++ Cee xx

6
6

2

62
Cee x

x

++ 6
2

2
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+ dxxex x 5sin

5
2 5 Cxex x

+++ 5cos
5
1

55

52

Cxx
+− 2

3

3

Integratie - substitutie

∫∫ = duufdx
dx
duxuf )()]([

dueu∫2
1

met )(xuu ≡

[ ] CxuFdx
dx
duxuf +=∫ )()]([)()(' xfxF =Indien dan:

Voorbeelden:

=∫ xdxex2 Stel: 2xu = Dan is: xdxdu 2=

Ceu +=
2
1 Cex +=

2

2
1

=++∫ dxexe xx )1()( 2 Stel: xeu x += Dan is: dxedu x )1( +=

∫= duu2 Cu
+=

3

3

Cxex

+
+

=
3

)( 3
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Integratie – substitutiemethode: vb

∫ =
+ 53x

dx

duu∫

Cu += 2/1

3
2

Voorbeeld:

=∫ dx
x
xln

Stel: 53 += xu Dan is: dxdu 3=

Cu += 2

2
1

∫ u
du

3
1

Cx ++= 53
3
2

Stel: xu ln= Dan is:
x
dxdu =

( ) Cx += 2ln
2
1

Voorbeeld:

Partiële integratie

∫ )(sin xxd

∫−= xdxxx sinsin

Stel: xu = en: xv sin=

Cxxx ++= cossin

Voorbeelden:

Uit: vduudvuvd +=)( volgt: ∫ ∫−= vduuvudv

=∫ dxex x23 Stel: 2xy = en dus: xdxdy 2=dyyey∫2
1

ydey∫=
2
1 dyeye yy ∫−=

2
1

2
1

Ceye yy +−=
2
1

2
1 ( ) Cxex

+−= 1
2

2
2

∫ =xdxx cos
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Partiële integratie: opmerking
Beschouw: ∫ dxxex

Bij P.I. hebben we veelal meerdere keuzes. Hier:

Keuze 1: =∫ dxxex

Keuze 2: =∫ dxxex

Algemeen: Laat je keuze leiden door de complexiteit van 
de resterende integraal!

=∫ xxde ...=− ∫ dxexe xx

=∫ 2

2
1 dxex ...

2
2

2

=− ∫ dxexex xx

Integralen: Oefening P.I.
=∫ xdxarcsin Stel:

⎩
⎨
⎧

=
=

xv
xu arcsin

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
−=

dxdv
xdxdu 21/

∫
−

−=
21

arcsin
x

xdxxx
PI

Substitutie:
⎩
⎨
⎧

−=
−=

xdxdt
xt
2

1 2

∫+=
t

dtxx
Subst

2
1arcsin

.

Ctxx ++= 2/1arcsin

Cxxx +−+= 21arcsin
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Partiële integratie: oefening
=∫ xdxex cos Stel:

⎩
⎨
⎧

=
=

xv
eu x

sin

∫−= dxexxe xx
PI

)(sinsin

∫ xdex sin

Stel:
⎩
⎨
⎧

=
=

xv
eu x

cos∫+= )(cossin xdexe xx

∫−+= xdxexexe xxx
PI

coscossin

( ) Cxxexdxe xx ++=∫ cossin
2
1cos

We vinden dezelfde integraal terug in beide leden, zodat:

Integralen: oplossing a.h.v. algebra

=
−
+

∫ dx
x
x

1
1 Vermenigvuldigen v. teller en 

noemer met (1+x)
( )( )
( )( )∫ +−

++ dx
xx
xx

11
11

∫
−

+
= dx

x
x

21
1

Bekende integraal: arcsinx

∫∫
−

+
−

= dx
x

x
x

dx
22 11

Cxx +−−= 21arcsin

Substitutie: 21 xu −=
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Integralen: machtsverlaging

=∫ dxx2cos

∫∫ += dxxdx 2cos
2
1

2
1 Cxx

++= 2sin
4
1

2

1cos22cos 2 −= xx( )dxx∫ + 2cos1
2
1

=∫ dxx4sin ( ) =∫ dxx 22sin ( )∫ − dxx 22cos1
4
1 xx 2sin212cos −=

( )∫ +−= dxxx 2cos2cos21
4
1 2 ∫ ∫∫ +−= dxxxdxdx 2cos

4
12cos

2
1

4
1 2

∫ ++−= dxxxx )14(cos
8
12sin

4
1

4

Cxxx
++−= 4sin

32
12sin

4
1

8
3

Integralen van rationale functies

=
+∫ dx

x
x

2

4

1

Voor het berekenen van: ∫ dx
xf
xF
)(
)( waarbij F(x) en f(x)  poly-

nomen zijn met reële coëfficiënten, maakt men gebruik van: 

)(
)()(

)(
)(

xf
xBxA

xf
xF

+=

waarbij A(x) en B(x) polynomen zijn en waarbij de graad
van B(x) kleiner is dan de graad van f(x) .

Voorbeeld:

=
+

+−
∫ dx

x
x

2

4

1
11 ∫ =⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
+
− dx

xx
x

22

4

1
1

1
1 ∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
+− dx

x
x 2

2

1
11

∫ ∫∫ =
+

+−= dx
x

dxdxx 2
2

1
1

Cxxx
++− arctan

3

3
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Splitsen in partieelbreuken

Indien g(x) en f(x) polynomen zijn, waarbij de graad van g(x)
kleiner is dan de graad van f(x), dan kan g(x)/f(x) geschreven
worden als een som van uitdrukkingen van de vorm:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) .........

......
)(
)(

222
22

2
11

2
21

2
21

+
++

+
++

++

+
+

++
+

++

−
++

−
+

−
+

−
++

−
+

−
=

m
mm

qpxx
QxP

qpxx
QxP

qpxx
QxP

bx
B

bx
B

bx
B

ax
A

ax
A

ax
A

xf
xg

β
β

α
α

met a,b,… de reële nulpunten van f(x) en ,...2 qpxx ++

kwadratische functies met negatieve discriminant en
α,β,…,m,n,… de machten van de ontbonden factoren.

∫ dx
xf
xg
)(
)(

Splitsen in partieelbreuken: vb.
Voorbeeld:

=
−−

+
∫ dx

xx
x

)4)(3(
21

43)4)(3(
21

−
+

−
=

−−
+

x
B

x
A

xx
x

⎩
⎨
⎧

=+
−=+

2
134

BA
BA

⎩
⎨
⎧

=
−=
9
7

B
A

Vermenigvuldig met (x-3)(x-4):

=
−−

+
∫ dx

xx
x

)4)(3(
12

∫∫ −
+

−
− dx

x
dx

x 4
9

3
7

Nu is:

∫∫ −
−

+−
−
−

= )4(
4

9)3(
3

7 xd
x

xd
x

Cxx +−+−−= )4ln(9)3ln(7

=−+−=+ )3()4(21 xBxAx xBABA )()34( +++−
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Bepaalde integralen
Indien f(x) continu is in een interval [a,b] en F(x) een
willekeurige primitieve functie is van f(x), dan geldt:

)()()()( aFbFxFdxxf b

a

b

a

−==∫

Bij overgang naar een nieuwe variabele u kan de berekening
volledig met deze nieuwe variabele gebeuren, op voorwaarde
dat de grenzen a en b eveneens worden aangepast:

⎩
⎨
⎧

=
=

bx
ax

⎩
⎨
⎧

≡
≡

)(
)(

buu
auu

Bepaalde integralen: vb

)()()()( aFbFxFdxxf b

a

b

a

−==∫

Substitutie:

⎩
⎨
⎧

=
=

4
0

x
x

⎩
⎨
⎧

=
=

25)4(
9)0(

u
u

Voorbeeld:

∫ =+
4

0

2 92 xdxx
⎩
⎨
⎧

=
+=
xdxdu

xu
2

92

∫
??

??

duu

25

9

2/3

3
2 u=

( )33 35
3
2

−=
3

196
=

Aanpassen van de grenzen:∫=
25

9

duu
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Wiskunde: Toepassingen op 
Integralen

Integralen- toepassingen

De oppervlakte tussen
f(x) en g(x) met f(x) g(x)
en de rechten x=a en x=b?

[ ]∫ −=
b

a

dxxgxfA )()(

Oppervlakte opsplitsen in rechthoekjes:

De oppervlakte is dan:

Algemeen :

[ ]dxxgxf )()( −

• Teken figuur
• Kies geschikt oppervlakteëlementje
• Integreer



25

Vlakke oppervlakte (vb)
Bereken de oppervlakte begrensd door  

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

3

2
2

2/ 1 dx
x

eA x

Keuze elementair opp. elementje:

Oppervlakte:

dx
x

edA x ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 2

2/ 1

32,/1, 22/ ==== xenxxyey x

3

2

2/ 12 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +=

x
ex

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

2
12

3
12 2/3 ee

6/1)(2 2/3 −−= ee

Volume v.e. omwentelingsopp.
Omwentelingslichaam
ontstaat door R te laten
draaien om de x-as 

dxxfV
b

a
∫= 2)(π

dxxfdV 2)(π=

Elementair vol. elementje:

Volume:
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Booglengte v.e. vlakke kromme

dx
dx
dyABboog

b

a
∫ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

2

1

22 )()( yxl ∆+∆=∆

Vermits

Booglengte:

2

2

)(
)(1

x
y

s
l

x
s

∆
∆

+=
∆
∆

∆
∆

1lim
0

=
∆
∆

→∆ s
l

x
geldt bij

limietovergang 0→∆x
2

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

dx
dy

dx
ds

Differentiaal:

dx
dx
dyds

2

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

Wiskunde: Rijen en reeksen
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Introductie
Griekse filosoof Zeno (5de eeuw v.C.)

......321 +++++ naaaa

Wat bedoelen we met de som van een oneindige
reeks getallen? We zullen nagaan welke de voorwaarden zijn
opdat een oneindige som

?...
2
1...

16
1

8
1

4
1

2
1

=++++++ n

naar een eindige waarde convergeert.

Rij (sequence)
Een rij van reële getallen is een functie waarvan het
domein de verzameling is van de positieve gehele
getallen. De waarden aangenomen door de functie
worden de termen van de rij genoemd. Notatie: 

Indien

een reeks genoemd.

,...29,23,19,17,13,11,7,5,3,2:Vb

}{ na

}{ na een rij is, dan wordt de oneindige som ∑
∞

=1n
na

...
27
32

9
8

3
2

3
2:

1

12

+++=∑
∞

=

−

n
n

n

Vb

Reeks (series)



28

Rijen: voorbeelden
De n-de term is:

,...
5
4,

4
3,

3
2,

2
1

1+n
nVoorbeeld:

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+1n
n

De termen zijn:

Merk op dat: 1
1

lim =
+∞→ n
n

n

Voorbeeld: ( ){ }n1−

,...1,1,1,1 +−+−De termen zijn:

Voorbeeld: { }na

...;71667,2;70833,2;6667.2;5.2;2De termen zijn:

met: ∑
=

=++++=
n

k
n kn

a
0 !

1
!

1...
!2

1
!1
11

De rij convergeert naar: ...718281828,2=e

Reeks: convergentie

• Een (oneindige) reeks is convergent als de
som van de n eerste termen steeds dichter
nadert tot een getal S als men n laat
toenemen.

• Een reeks is convergent als voor ieder
willekeurig vooropgesteld klein getal > 0
een getal N bestaat zodat voor iedere n>N
de betrekking geldt.ε<− || SSn

∑
=

=
N

n
nn aS

1



29

Machtreeks: Mac Laurin (1/2)

• Een machtreeks is een oneindige reeks v.d. 
gedaante

Deze reeks is functie van x:

• Omgekeerd kan elke functie f(x) als een
machtreeks geschreven worden

op voorwaarde dat ze convergeert.

......2
210

0

+++++=∑
∞

=

n
n

n

n
n xaxaxaaxa

......)( 2
210 +++++= n

nxaxaxaaxf

)(
0

xfxa n

n
n =∑

∞

=

Machtreeks: Maclaurin (2/2)

......)( 2
210 +++++= n

nxaxaxaaxf

Dan is: 0)0( af =

Verder: ...32)(' 2
321 +++= xaxaaxf 1)0(' af = )0('1 fa =

...62)('' 32 ++= xaaxf

)0(0 fa =

22)0('' af = )0(''2
1

2 fa =

...6)( 3
)3( += axf 3

)3( 6)0( af = )0()3(
6
1

3 fa =

Algemeen: )0()(
!

1 n
nn fa =

...)0(...)0('')0(')0()( )(
!

12
!2

1 +++++= nn
n xfxfxffxfZodat:

Opmerking: )(xf )()( xf nen alle moeten eindig zijn in 0=x

... ... ...
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Maclaurin reeks: vb: sin(x)
...)0(...)0('')0(')0()( )(

!
12

!2
1 +++++= nn

n xfxfxffxf

...
!11!9!7!5!3

)sin(
119753

+−+−+−=
xxxxxxx

)sin()( xxf =

)cos()(' xxf =

)sin()('' xxf −=

)cos()()3( xxf −=

)sin()()4( xxf =

)cos()()5( xxf =

)sin()()6( xxf −=
...

Machtreeks: Taylor

...)(
!

)(...)(''
!2

)()(')()()( )(
2

+
−

++
−

+−+= df
n

dxdfdxdfdxdfxf n
n

Indien f(x) bij x=d  een afgeleide heeft voor elke orde n,
dan kan men algemeen schrijven:

of: )(
!

)()( )(

0

df
n

dxxf n

n

n

∑
∞

=

−
=

Merk op: De Taylor reeks wordt een Maclaurin reeks bij x=0

Voorbeeld: ...
!3!2

1
32

++++=
xxxex

...
!6!4!2

1cos
642

+−+−=
xxxx
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Machtreeksen: convergentie

1lim 1 <+

∞→
n

n

n w
wTest v. D’Alembert:

n

n
n

n
n xaw ∑∑

∞

=

∞

=

=
00

Opmerking: De test geeft geen antwoord als de limiet =1

convergent als
is

divergent als 1lim 1 >+

∞→
n

n

n w
w{

1717-1783

Vermits de limiet functie kan zijn van x, is het mogelijk dat de
reeks slechts convergeert binnen een bepaald interval voor x

Convergentiestraal R:

n

n

n a
a

R
1lim1 +

∞→
=

Convergentie machtreeksen: vb

d’Alembert:

De reeks convergeert voor alle x-waarden

Convergentiestraal R:

10
)1(

lim
)1(

limlim 11

1
1 <=

+
=

+
= +∞→+

+

∞→

+

∞→ n

n

nn

n

n

n

n
n

n

n n
xn

x
n

n
x

w
w

......
321

1)( 3

3

2

2

1 ++++++= n

n

n
xxxxxfVoorbeeld:

d’Alembert:

Convergentie-interval:

xx
x
x

w
w

nnn

nn

n
n

n

n
44lim

4
4limlim

11
1 ===

∞→

++

∞→

+

∞→

...4...441)( 22 +++++= nn xxxxfVoorbeeld:

4
4

4limlim1 1
1 ===

+

∞→

+

∞→ n

n

n
n

n

n a
a

R

[,] 4
1

4
1−
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Convergentie machtreeksen: vb

d’Alembert:

Convergentiestraal R:

...)3(
2
1)1(...)3(

2
1)3(

2
11)( 2 ++−+++++−= n

n
n xxxxfVoorbeeld:

2
3lim

)3(
2

2
)3(limlim 1

1
1 +

=
+

+
=

∞→+

+

∞→

+

∞→

x
x

x
w

w
nn

n

n

n

n
n

n

n

2
1

1
2

2
1limlim1

1
1 === +∞→

+

∞→

n

nn
n

n

n a
a

R of 2=R

151 −<<−< xvoor

Wiskunde: Vectoren
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Inleiding
Scalair : Een fysische grootheid die enkel uitgedrukt wordt

in termen van één enkel reëel getal (grootte)
Vb: temperatuur, lengte, massa, …

Vector : Een fysische grootheid die gekarakteriseerd wordt
door zowel een grootte, een richting als een zin.
Vb: kracht, snelheid, plaats, …

Vector

B

A rofAB
→

• grootte, norm:
• richting
• zin

rrABAB ===
→

Voorbeeld: verplaatsing van punt A naar punt B
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Componenten v.e. vector

Componenten:

Eenheidsvectoren: 

)0,1(1 === ie xx

)1,0(1 === je yy

yx rrr +=

yx eyex +=

)1,0()0,1( yx +=

),( yx=

1=xe

1=ye

Norm van een vector:

22 yxr +=

Rechthoekig assenstelsel:

rr /Algemeen: 

Y

Xx

y

r

xr

yr

Product van vector en scalair

Norm:

Vermenigvuldiging v.e. vector     met een reëel getal :

akakak ==

Voorbeeld: aena 22
1 −

a
ak

)0( >k

a
a2−

a2
1

kaak =

a k

),,( zyx aaaa ≡

),,( zyx kakakaak ≡

Commutativiteit:
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Som van vectoren

),(
),(

yxyyxx

yxyyxx

vvevevv
uueueuu

=+=
=+=

Beschouw:

Eenheidsvectoren:

vuw +=

),( yyxx vuvu ++=

)1,0()0,1( == yx eene

Dan:

y

x

vuw +=

u

v

xu xv xw

yu

yv

yw

),(),( yxyx vvuu +=

Dus: ),( yx www =

Met:
⎩
⎨
⎧

+=
+=

yyy

xxx

vuw
vuw

Afstand tussen 2 punten

Afstand:

),,( zyx aaaa ≡ ),,( zyx bbbb ≡

abAB −=
→

222 )()()( zzyyxx ababab −+−+−=
→

AB

),,( zzyyxx ababab −−−=

Beschouw 2 plaatsvectoren:

Afstandsvector:

)( ab −+=
),,(),,( zyxzyx aaabbb −−−+=

→

AB
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Scalair product (1/2)

⎩
⎨
⎧

=++=
=++=

),,(
),,(

zyxzzyyxx

zyxzzyyxx

bbbebebebb
aaaeaeaeaaIn 3D:

Dan: zzyyxx babababa ++=.

θ
θ

cos
cos.

vw
wvwv

=

=

dacaba ... ==Scalair product: dot product

),( yx vvv =
),( yx www=

yyxx wvwvwv +=.Ook:

Stel:

Scalair product (2/2)

0. =wv

Loodrechte vectoren:

Voorbeeld:

vwwv .. =

( ) ( ) ( )wvavawwva ... ==

( ) wvwuwvu ... +=+

Commutatief:

Distributief:

0=++ zzyyxx wvwvwv v
w

x

y

)2,1,1( −=v

)0,2,2(=w

x

y

z

0. =wv
w

v

Associatief:
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Vectorieel product

ba × is een nieuwe vector      met grootte φsinabc =

zyx

zyx

zyx

bbb
aaa
eee

ba =×

zxyyxyxzzxxyzzy ebabaebabaebaba )()()( −+−−−=

z
yx

yx
y

zx

zx
x

zy

zy e
bb
aa

e
bb
aa

e
bb
aa

+−=

Vectorieel product: cross product

a

c

bc

b

a

cφ

),,( xyyxzxxzyzzy babababababa −−−=

Gradiënt van een functie

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂

∂
∂

=

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇

z
f

y
f

x
f

e
z
fe

y
fe

x
fzyxf zyx

,,

),,(

Poolcoördinaten:

θθ
θ ef

r
e

r
frf r ∂

∂
+

∂
∂

=∇
1),(

y

x

θe
re

r

θ

Carthesische coördinaten:



38

Vector functies

))(),(),(()( tstststs zyx=

Indien: s (bv. de plaatsvector van een bewegend deeltje)
functie is van een scalaire grootheid (bv. tijd), dan: 

)(tss ≡
of in componentvorm: 

Dan ook:

h
tshts

dt
tsd

h

)()(lim)(
0

−+
=

→

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dt
ds

dt
ds

dt
ds zyx ,,

Vectoriële afgeleide: vb

)1,,()( 432 ttttr +=

Gegeven een plaatsvector van een deeltje op tijdstip t.
Bepaal de snelheid en absolute waarde van de snelheid.

=
dt

trd )(
=

dt
trd )(

),sin,cos()( BtAtAtr ωω=

)0,cos,sin( tAtA ωωωω−

( ) ( )22 cossin tAtA ωωωω +

Voorbeeld:

Voorbeeld:

ωA=

)0,43,2( 32 ttt + 2322 )43(4 ttt ++

=
dt

trd )(

=
dt

trd )(

r



39

Lijnintegralen

( )

( )

( )∫ ∫

∫ ∫

∫ ∫

=

=

+=

C

b

a

C

b

a

C

b

a

dtththtgfdyyxf

dttgthtgfdxyxf

dtthtgthtgfdsyxf

)(')(),(),(

)(')(),(),(

)]('[)]('[)(),(),( 22

Parametervoorstelling voor C:

⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

thy
tgx

x

y

C

⎩
⎨
⎧

=
=

dtthdy
dttgdx

)('
)('

dtthtgdydxds 2222 )]('[)]('[)()( +=+=

Lijnintegralen: Vb1
( )∫ +

C

dyxxydx 2Bereken de lijnintegraal:

indien C bestaat uit het lijnsegment (2,1) naar (4,5)

Parameterisatie van C

4232 ≤≤−= xmetxy

Dan is: dxdy 2=

( ) ( )∫∫ +−=+
4

2

22 2)32( dxxdxxxdyxxydx
C

( )∫ −=
4

2

2 34 dxxx
3

170
=

)5,4(

)1,2(

x

y

C

2 4

1

5
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Lijnintegralen: Vb2
( )∫ +

C

dyxxydx 2Bereken de lijnintegraal:

voorgesteld door 

Uit parametervoorstelling:

⎩
⎨
⎧

−=
=

dttdy
dtdx

)26(
3

( ) [ ]∫∫ −−+−−=+
3/5

1

222 )26()13(3)23)(13( dtttdttttdyxxydx
C

( )∫ −+−=
3/5

1

23 2248181 dtttt 58... ==

indien C wordt

3
52 12313 ≤≤−=−= tmetttyentx

)5,4(

)1,2(

x

y

C

2 4

1

5

Lijnintegralen: Vb3
( )∫ +

C

dyxxydx 2Bereken de lijnintegraal:

de lijnsegmenten van (2,1) naar (4,1) en van (4,1) naar (4,5)

Parametervoorstelling:

⎩
⎨
⎧

≤≤==
≤≤==

514:
421:

2

1

ttyxC
tytxC dtdx =

( ) ∫∫ =+
4

2

2

1

tdtdyxxydx
C

4

2

2

2
t

= 6=

indien C bestaat uit

( ) 6416
5

1

2

2

==+ ∫∫ dtdyxxydx
C

( ) =+∫
C

dyxxydx 2}

)5,4(

)1,2(

x

y

1C

2 4

1

5

2C

)1,4(
dtdy =

70=∫∫ +
21

......
CC
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Lijnintegralen: Arbeid
zyx ezyxRezyxQezyxPzyxF ),,(),,(),,(),,( ++=Krachtveld:

met P, Q en R continue functies

Verder is:
)(;)(;)( tkzthytgx ===

de plaatsvector voor het punt
(x,y,z) op de curve C

zyx edzedyedxrd ++=

( )∫∫ ++==
CC

RdzQdyPdxrdFW .

met:

Arbeid W verricht wegens de kracht langs het pad C: F

y

x

z C
)(tr

F

Laat C een deel zijn van de parabool tussen de punten
P(0,0) en Q(3,9). Indien de kracht gegeven is:
bereken dan de arbeid verricht door      langs C.

Arbeid: vb
2xy =

Parametervoorstelling:

tdtdy
dtdx

en
ty
tx

22 =
=

⎩
⎨
⎧

=
=

( )∫∫ +−==
CC

xdyydxrdFW .

Arbeid W verricht wegens de kracht langs het pad C: F

yx exeyF +−=
F

( )∫ +−=
3

0

2 )2( tdttdtt ∫=
3

0

2dtt 9=

30 ≤≤ t
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Wiskunde: DV

DV van de eerste orde
Algemeen: diff. vgl. van de eerste orde: ),( yxF

dx
dy

=

Probleem: zoek alle functies        zodat: ( ))(,)( xyxF
dx

xdy
=

Start met de aanname dat : )()(),( yhxgyxF =

)()( yhxg
dx
dy

= dxxg
yh

dy )(
)(
=

Na integratie: ∫∫ = dxxg
yh

dy )(
)(

Resultaat van de vorm:

)(xy

CxGyH += )()(

Mogelijke oplossingsmethode: scheiden der veranderlijken

Dan: of:



43

DV van de eerste orde
Voorbeeld:

)1(1 2 +±=− xKy

waarbij K elke willekeurige constante is

1
)1(2

2 +
−

=
x

yx
dx
dy

Cxy ++=− 1ln1ln 2

)1(1 2 +=− xKy

)1(1 2 ++= xKy

Scheiden der veranderlijken:

met: CeK =

Vorm: )()( yhxg
dx
dy

=

Dan: dx
x

x
y
dy

1
2

1 2 +
=

−
en: ∫∫ +

=
−

dx
x

x
y
dy

1
2

1 2

Uitwerken:

Dus:

DV van de eerste orde

Voorbeeld:

ykeyx −=32

0)3(2 =++
dx
dyxxyy

Herschrijven :

Na integratie :

of :

0)3(2 =++ dyxxyydx

Delen door      :xy 0312
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++ dy

y
dx

x
of : dy

yx
dx

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=

312

( ) Cyyx ++−= ln3ln2

yCyx −=32lnof : yCyx −=+ 32 lnln

zodat :

Vorm: )()( yhxg
dx
dy

=

Scheiden der veranderlijken:
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Eerste orde lineaire DV

1) Q(x)=0 

Het zijn DV van de vorm: )()( xQyxP
dx
dy

=+

dxxP
y

dy )(−=

∫ +−= 1)(ln CdxxPy

∫=
− dxxP

Cey
)(

0)( =+ yxP
dx
dy

Dan:

Scheiden van de veranderlijken:

Na integratie:

of:

Eerste orde lineaire DV

Voorbeeld:
0)( =+ yxP

dx
dy

∫∫ == xdxdxxP 22)(

xCey 2−=

Dan:

Beginvoorwaarde:

Zoek de integraal van:
met beginvoorwaarde

02' =+ yy
4.0)1( =y

Oplossing: 2)( =xP∫=
− dxxP

Cey
)( met:

zodat:

4.0)1( =y 4.02 =−Ce
24.0 eC =

Integraal: xey 224.0 −=
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Eerste orde lineaire DV

Algemeen geval : )()( xQyxP
dx
dy

=+

∫=
− dxxP

Cey
)(

Reeds oplossing voor : nl: 

Voor de algemene oplossing schrijven we      als een nog
onbekende functie van    , nl :         zodat:        

C
x )(xC

0)( =xQ

∫=
− dxxP

exCy
)(

)(
en:

∫−∫=
−− dxxPdxxP

exCPe
dx
dC

dx
dy )()(

)(

0)( ≠xQ

2) Q(x) 0 

Eerste orde lineaire DV

Algemeen geval : )()( xQyxP
dx
dy

=+

∫=
− dxxP

exCy
)(

)( en: ∫−∫=
−− dxxPdxxP

exCPe
dx
dC

dx
dy )()(

)(

0)( ≠xQ

met:

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫+Γ∫= ∫

−
dxexQexy

dxxPdxxP )()(
)()(

)()()(
)()()(

xQCexPexCPe
dx
dC dxxPdxxPdxxP

=∫+∫−∫ −−−

waaruit:

∫ Γ+∫= dxexQxC
dxxP )(

)()(

Invullen:

zodat:
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Eerste orde lineaire DV (vb.1)

Integreer: xey
dx
dy

=−

)( xCey x +=De algemene integraal is dan:

∫ =∫ dxexQ
dxxP )(

)(

xexQenxP =−= )(1)(In dit geval is:

∫∫ −=−= xdxdxxP )(

∫ =− dxee xx Cx +zodat:

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫+Γ∫= ∫

−
dxexQey

dxxPdxxP )()(
)(

Nu is:

Eerste orde lineaire DV (vb.2)

Integreer: 13 +=− x
x
y

dx
dy

)ln
3

(
3

xxCxy ++=De algemene integraal is dan:

∫ =∫ dxexQ
dxxP )(

)(

1)(1)( 3 +=−= xxQen
x

xPIn dit geval is:

∫∫ −=−= x
x
dxdxxP ln)(

∫∫ +
x

dxdxx2zodat:

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫+Γ∫= ∫

−
dxexQey

dxxPdxxP )()(
)(

Nu is: xee xdxxP ==∫− ln)(en:

∫ =+
x

dxx )1( 3 xx ln
3

3

+=
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Eerste orde lineaire DV (vb.3)

Integreer: xx
y

dx
dy

−
=−

1
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+=

x
xCxy

1
lnDe algemene integraal is dan:

∫ =∫ dxexQ
dxxP )(

)(

x
xQen

x
xP

−
=−=

1
1)(1)(In dit geval is:

∫∫ −=−= x
x
dxdxxP ln)(

∫ − x
dx

x1
1

zodat:

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∫+Γ∫= ∫

−
dxexQey

dxxPdxxP )()(
)(

Nu is: xee xdxxP ==∫− ln)(en:

)1ln(ln xx −−=
x

x
−

=
1

ln

∫ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+= dx

xx

BP

1
11..

Eerste orde lineaire DV (vb.4)

Los op: xy
dx
dy

−=−

xxxx CexexeCey ++=++= −− 1)(De algemene integraal is dan:

∫ =∫ dxexQ
dxxP )(

)(

xxQxP −=−= )(1)(

xdxxP −=∫ )(

∫ =− − dxxe x

xdxxP ee =∫− )(en:

met

∫− dyyey

xx exe −− +=

Particuliere integraal:

02 =+Ce

xexy 21−+=

Wegens of: 12 −−= eC

0)1( =y

0)1( =y volgt:
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2de orde lineaire DV
02

2

=++ by
dx
dya

dx
yd

Invullen in de DV geeft:

met a en b constanten

Dit wordt de karakteristieke vergelijking genoemd.

xebabyayy λλλ )(''' 2 ++=++

02 =++ baλλAan de originele DV is dan enkel voldaan als:

Voorgestelde integraal: xey λ= met λ een constante

De oplossingen worden bepaald door de discriminant:

baD 42 −= We onderscheiden 0,0 => DD 0<Den 

Tweede orde lineaire DV: D>0
02

2

=++ by
dx
dya

dx
yd

Voorbeeld:

( )
( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

−−=

+−=

Da

Da

2
1
2
1

2

1

λ

λ

xx BeAexy 21)( λλ +=De integraal wordt dan:

De waarden voor zijn reëel en verschillend:

Vermits D=1>0 en de wortels
xx BeAey += 2vindt men voor de algemene integraal:

042 >−= baDGeval 1:

02'3'' =+− yyy De karakteristieke vgl is: 0232 =+− λλ

21 =λ en 12 =λ zijn, 

λ
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Tweede orde lineaire DV: D=0
02

2

=++ by
dx
dya

dx
yd

Voorbeeld:

xeBxAxy λ)()( +=De algemene integraal wordt dan:

Dan is

Vermits D=0, is de dubbele wortel van deze vgl: 
xeBxAxy 3)()( −+=en volgt voor de algemene integraal:

042 =−= baDGeval 2:

09'6'' =+− yyy De karakteristieke vgl is: 0962 =++ λλ

3−=λ

2
a

−=λ een dubbele wortel v.d. karakteristieke vgl.

Bijgevolg is λe een oplossing, maar ook λxe (ga na)

2de orde lineaire DV: herhaling

02

2

=++ by
dx
dya

dx
yd

22,1
Da ±−

=λ xx BeAexy 21)( λλ +=0>D•

0=D•

0<D•

baD 42 −=

xeBxAxy λ)()( +=
2
a−

=λ

?

Stel:

Karakteristieke vgl: 02 =++ baλλ

Voorgestelde oplossing: xey λ=

?
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Interludium: definitie eix en e-ix

Beschouw:

Definitie: Dan is12 −=i ...;;1; 543 iiiii ==−=

...
!

...
!3!2

1
32

++++++=
n
xxxxe

n
x ∞<<∞− x

Substitueer: ixx → Dan:

...
!
)(...

!5!4!3!2
1

5432

++−++−−+=
n
ixxixxixixe

n
ix

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
−

+−+−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
+−+−=

+

...
)!12(

)1(...
!5!3

...
)!2(

)1(...
!4!2

1
1253242

n
xxxxi

n
xxx nnnn

xix sincos +=

Dus: xixeix sincos += en xixe ix sincos −=−

2de orde lineaire DV: D<0
02

2

=++ by
dx
dya

dx
yd

( ) ( )DaDa −−=+−=
2
1;

2
1

21 λλ

( )qxCqxCexy px sincos)( 21 +=De integraal wordt dan:

De wortels zijn dan complex:

042 <−= baDGeval 3:

Herschrijven: met:
⎩
⎨
⎧

−=
−=

2/
2/

Dq
ap

⎩
⎨
⎧

−=
+=

qip
qip

2

1

λ
λ

Dan: xx BeAexy 21)( λλ += xqipxqip BeAe )()( −+ += )( iqxiqxpx BeAee −+=

)sincossincos( qxiBqxBqxiAqxAepx −++=

]sin)(cos)[( qxBAiqxBAepx −++=
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Voorbeeld: D<0
0522

2

=++ y
dx
dy

dx
yd 0)0('1)0( == yenyBeginvoorwaarden:

Karakteristieke vgl: 0522 =++ λλ 016 <−=D

21
2

42
2,1 ii

±−=
±−

=λBijgevolg:

Algemene integraal: ( )xCxCexy x 2sin2cos)( 21 += −

Verder: )2sin2cos()2cos22sin2()(' 2121 xCxCexCxCexy xx +−+−= −−

xCCexCCe xx 2cos)2(2sin)2( 1221 −+−−= −−

BVW:

0)0(' =y

Particuliere integraal: [ ]xxexy x 2sin)2/1(2cos)( += −

1)0( =y

2/12 =⇔ C

4iD ±=

11 =⇔ C

02 12 =−⇔ CC

2de orde lineaire DV
)(2

2

xfby
dx
dya

dx
yd

=++

De algemene integraal van de DV met tweede lid, is
de som van een willekeurige partikuliere oplossing
van deze DV en van de algemene integraal van de 
overeenstemmende DV zonder tweede lid:

met a en b constanten

Stelling:

)(xy

)(0 xy
0''' =++ byayy

Dwz:

)(* xy

)()()( *
0 xyxyxy +=

Eenmaal de algemene integraal van de DV zonder tweede
lid gekend, wordt het probleem herleid tot het vinden van 
een willekeurige particuliere oplossing v.d. DV met 2de lid.
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• is geen wortel van de karakteristieke vgl

• is enkelvoudige wortel van de karakteristieke vgl

• is dubbele wortel van de karakteristieke vgl

2de orde lineaire DV
)(2

2

xfby
dx
dya

dx
yd

=++ Bijzonder geval:

02 =++ baλλ

x
n exPxf α)()( =

02 =++ baλλ

Dan: x
n exQxy α)()(* =

Dan:

Dan:

x
n exxQxy α)()(* =

x
n exQxxy α)()( 2* =

met n
nn xAxAAxQ +++= ...)( 10 waarbij de coëfficiënten

bepaald worden via substitutie van          in de volledige DV.)(* xy
}{ nA

α

α

α

DV met 2de lid: Vb 1
xyyy =++ 3'4''Gegeven:

• Karakteristieke vgl: 0342 =++ λλ 3;1 21 −=−= λλ

Algemene integraal: xx eCeCxy 3
210 )( −− +=

waaruit:

• Het rechterlid is van de vorm: 0xe Vermits ‘0’ geen wortel
is van 0342 =++ λλ kan men de particuliere integraal
schrijven als .)( 10

* xAAxy +=

( ) xxAAA =+++ 101 340 of xAAxA =++ )34(3 011

Hieruit:
⎩
⎨
⎧

=+
=

034
13

01

1

AA
A

⎩
⎨
⎧

−=
=

9/4
3/1

0

1

A
A

Invoeren:

xxy
3
1

9
4)(* +−=

Algemene integraal: xeCeCxyxyxy xx

3
1

9
4)()()( 3

21
*

0 +−+=+= −−
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DV met 2de lid: Vb 2   (1/2)
xexyy 32 )1(9'' +=+Gegeven:

Karakteristieke vgl: 092 =+λ 0<D

Algemene integraal van het linkerlid:

xCxCxy 3sin3cos)( 210 +=

Hier is:

• Het rechterlid is van de vorm: x
n exPxf α)()( =

• Algemene integraal v.h. linkerlid

09'' =+ yy

i32,1 ±=λ

3;0 == qp

DV met 2de lid: Vb 2   (2/2)
xexyy 32 )1(9'' +=+

Vermits ‘3’ geen wortel is van kan men de092 =+λ

de particuliere integraal schrijven als xexAxAAxy 32
210

* )()( ++=
xx exAAexAxAAxy 3

21
32

210
* )2(3)()(' ++++=

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+
=

12618
01218
118

210

21

2

AAA
AA
A

⎪⎩

⎪
⎨

⎧

=
−=

=

18/1
27/1

81/5

2

1

0

A
A
A

Nu:

xexxxy 32*

18
1

27
1

81
5)( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

Algemene integraal: xexxxCxCxy 3
2

21 81
5

2718
3sin3cos)( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−++=

xxx eAexAAexAxAAxy 3
2

3
21

32
210

* 23)2(29)()('' +++++=

• Particuliere integraal

1)(92)2(6)(9 22
210221

2
210 +=++++++++ xxAxAAAxAAxAxAA



54

DV met 2de lid: Vb 3   (1/2)
xexyyy )2(6'7'' −=+−Gegeven:

Karakteristieke vgl: 0672 =+− λλ 025 >=D

Algemene integraal van het linkerlid:
xx eCeCxy 6

210 )( +=

Nu is:

• Het rechterlid is van de vorm: x
n exPxf α)()( =

• Algemene integraal v.h. linkerlid

06'7'' =+− yyy

2
57

2,1
±

=λ of:
⎩
⎨
⎧

=
=

6
1

2

1

λ
λ

DV met 2de lid: Vb 3   (2/2)

“1” is een enkelvoudige wortel is van 0672 =+− λλ

Dan: particuliere integraal: xexAAxxy )()( 10
* +=

( ) xexAxAAAxy 2
1010

* )2()(' +++=

⎩
⎨
⎧

+=−
−=−

110
252

1

01

A
AA

⎩
⎨
⎧

−=
=

10/1
25/9

1

0

A
A

Nu:

xexxxy ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

25
9

10
1)(*

Algemene integraal: xxx exxeCeCxy ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−++=

25
9

10
)( 6

21

( ) xexAxAAAAxy 2
10110

* )4()(2)('' ++++=

• Particuliere integraal

25210 011 −=−+− xAAxA

xexyyy )2(6'7'' −=+−

xexAxA )( 2
10 +=

Invullen levert:
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Harmonische beweging

Harmonische beweging

kx
dt

xdmmaF −=== 2

2

Oscillatie van een massa aan een
elastisch touw met veerconstante :

( )tCtCetx m
k

m
k sincos)( 21

0 +=

Karakteristieke vgl:

of: 02

2

=+ x
m
k

dt
xd

02 =+
m
kλ

Wegens D<0 wordt de algemene integraal:

Stelt men: m
k=ω

Dan is de algemene integraal: tCtCtx ωω sincos)( 21 +=

m
0>k
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Interludium
De harmonische beweging is gegeven door:

2
2

2
1

2 CCC +=

zodanig dat:

of:

tCtCtx ωω sincos)( 21 +=

Stel: Dan is: 12

2
2

2

2
1 =+

C
C

C
C

Identieke vorm als: 1sincos 22 =+ ϕϕ

Er bestaat dan altijd een hoek ϕ

C
Cen

C
C 21 sincos == ϕϕ

Dan wordt de algemene integraal :

( )ϕωϕω sinsincoscos)( ttCtx +=

)cos()( ϕω −= tCtx

Gedempte harmonische beweging

dt
dxbkx

dt
xdmF −−== 2

2

Wrijvingscoëfficiënt :

m
k

m
bD 42

2

−=

Karakteristieke vgl:

of: 0''' =++ x
m
kx

m
bx

02 =++
m
k

m
b λλ

Nu is:

b

De oplossing hangt ook nu weer af van het teken van D.

m
k

m
b

m
b

−±−= 2

2

2,1 42
λen:
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Bij de verdere bespreking zullen we, analoog aan:        
een nieuwe frequentie invoeren:

Situatie treedt op als b klein is.

Geval 1: D<0

of:

( )tCtCetx mbt 'sin'cos)( 21
2/ ωω += −

)'cos()( 2/ ϕω −= − tCetx mbt

0''' =++ x
m
kx

m
bx042

2

<−=
m
k

m
bD

m
k=ω

2

2

4
'

m
b

m
k −=ω

2

2

2,1 42 m
b

m
ki

m
b

−±−=λDan: '
2

ωi
m
b

±−=

Stel: 

Oplossing:

Verder:

Stel als beginvoorwaarde dat voor t = 0 de massa m de
evenwichtstoestand passeert met een snelheid v0.

Geval 1: D<0   (BVW)
)'cos()( 2/ ϕω −= − tCetx mbt

0''' =++ x
m
kx

m
bx

=)0(x
2
πϕ =

Particuliere integraal:

)'sin('
2

)'cos(')(' 22 te
m

bttCetx m
bt

m
bt

ωωωω −− −=

)'sin()( 2 tCetx m
bt

ω−=

=)0('x '/0 ωvC =

)'sin(
'

)( 2/0 tevtx mbt ω
ω

−=

0)cos( =−ϕC

0' vC =ω
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Geval 2: D>0

Vermits:

met:

De algemene integraal is dan:

Is de wrijving zeer groot zodat , dan zijn de 
wortels v.d. karakteristieke vgl. reëel en verschillend: 

0>D

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−−=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−+−=

m
k

m
b

m
ben

m
k

m
b

m
b 4

2
14

2
1

2

2

22

2

1 λλ

m
k

m
b

m
b 42

2

−> zijn beide wortels negatief

012 << λλ

tt BeAetx 21)( λλ +=

Geval 2: D>0   (BVW)

( )tt eeAtx 21)( λλ −=

Verder is:

Particuliere integraal:

BVW:

0)0( =x

tt BeAetx 21)( λλ +=

0)0(' vx =

AB −= zodat:
( )tt eeAtx 21

21)(' λλ λλ −=

( ) 021 vA =− λλ

21

0

λλ −
=

vA

( )tt eevtx 21

21

0)( λλ

λλ
−

−
=
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Kanstheorie

Probabiliteit
De kans, of probabiliteit P wordt gedefinieerd als

gevallenmogelijkeaantal
gevallengunstigeaantalP =

of ook:

N
nAP A

N ∞→
= lim)(

met nA het aantal uitkomsten waarbij A optreedt, en N
het aantal waarnemingen. 

Ps: De laatste definitie, nl. limiet van de relatieve
frequentie, is niet erg bruikbaar vermits we in de 
praktijk N nooit ∞ groot kunnen maken.
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Probabiliteit
Vermits is elke relatieve frequentie
zodat voor elke probabiliteit P geldt:

10 ≤≤ P

• Voor een absoluut zeker verschijnsel is:

NnA ≤≤0 10 ≤≤
N
nA

1)( =AP

• Voor een volstrekt onmogelijk verschijnsel is:

0)( =AP

Somregel
Als twee gebeurtenissen elkaar uitsluiten, is de kans dat
één van de twee gebeurtenissen zich voordoet gelijk aan

de som van de kansen voor de gebeurtenissen afzonderlijk.

Voorbeeld:

6/1)2( =P

)()()( BPAPBAP +=+

Werpen van een dobbelsteen:

• Kans dat de uitkomst een 2 is:
• Kans dat de uitkomst een 3 is:
• Kans dat de uitkomst een 5 is:

6/1)3( =P
6/1)5( =P

Kans op werpen van òf een 2 òf een 3 òf een 5: 2/1=P
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Productregel
De kans dat 2 gebeurtenissen tegelijk optreden is gelijk aan

het product van de kans van de ene gebeurtenis met de 
voorwaardelijke kans van de andere gebeurtenis:

)|()()|()()( BAPBPABPAPABP ==

Speciaal geval:

Indien de kans van B onafhankelijk is van gebeurtenis A:

)()()( BPAPABP =

De kans op het gezamenlijk optreden van twee onafhankelijke
gebeurtenissen is gelijk aan het product van de kansen van

elke gebeurtenis afzonderlijk.

Voorbeeld
Drie bedienden, A, B, en C delen een kantoor slechts 1 telefoon. 
Willekeurige oproepen komen binnen voor A, B, en C. Deze op-
roepen zijn voor 2/5 bestemd voor A, 2/5 voor B en 1/5 voor C. 
In verband met hun werk (buitendienst) zijn de bedienden
verplicht op willekeurige tijdstippen het kantoor te verlaten. 
Zo is A afwezig gedurende ½ van de normale werktijd; B en C 
elk ¼ van hun werktijd.

Voor oproepen tijdens de kantooruren, bereken de kans dat:
1) Niemand aanwezig is om de oproep te beantwoorden
2) De oproep kan beantwoord w door de gewenste persoon
3) Drie opeenvolgende oproepen bestemd zijn voor dezelfde 

persoon.
4) Drie opeenvolgende oproepen bestemd zijn voor 

verschillende personen
5) Een persoon die B wil spreken, meer dan 3x moet bellen 
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SOMREGEL

De aanwezigheid van A hangt niet af van de aanwezigheid
van B. Idem dito voor C. Deze gebeurtenissen zijn dus
onafhankelijk van elkaar.

Voorbeeld (1/5)

32
1

4
1

4
1

2
1

,, ==afwezigCBAP

1) Kans dat niemand aanwezig is om oproep te beantwoorden

De aanwezigheid van A sluit de aanwezigheid van B niet
uit. De somregel mag bijgevolg niet gebruikt worden.

PRODUCTREGEL

1/41/41/2Afw.:
1/52/52/5Voor:
CBA

2) Oproep kan beantwoord worden door de gewenste persoon

Kans dat oproep voor A is, is onafhankelijk van het feit of A 
al dan niet aanwezig is. Idem dito voor B en C. Daarom:

De oproep is ofwel voor A, ofwel voor B, ofwel voor C. Deze
kansen sluiten elkaar uit. Dus:

GCGBGA PPPP ++=2

SOMREGEL

PRODUCTREGEL

COCBOBAOA PPPPPP ++=

4
3

5
1

4
3

5
2

2
1

5
2 ++=

Voorbeeld (2/5)
1/41/41/2Afw.:
1/52/52/5Voor:
CBA
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3) 3 opeenvolgende oproepen bestemd voor dezelfde persoon

1ste oproep voor A sluit 2e oproep voor A en 3e oproep voor A 
niet uit. Deze zijn bovendien onafhankelijk:

3 oproepen voor A sluit 3 oproepen voor B en C uit, en vice 
versa. We maken dus gebruik van de 

CBA PPPP 333 ++=

SOMREGEL

PRODUCTREGEL

321321321 CCCBBBAAA PPPPPPPPP ++=

125
17

5
1

5
1

5
1

5
2

5
2

5
2

5
2

5
2

5
2 =++=

Voorbeeld (3/5)
1/41/41/2Afw.:
1/52/52/5Voor:
CBA

4) 3 opeenvolgende oproepen bestemd voor 
verschillende personen

De eerste oproep voor A sluit de tweede oproep voor A niet
uit, enz. Bovendien zijn deze twee feiten onafhankelijk:

Mogelijke oproepsequentie: ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA
Deze sluiten elkaar uit: 

CBACABBCABACACBABC PPPPPPP +++++=

SOMREGEL

PRODUCTREGEL

125
24

5
2

5
2

5
1

5
2

5
2

5
1

5
2

5
1

5
2

5
1

5
2

5
2

5
2

5
1

5
2

5
1

5
2

5
2 =+++++=

ABCBACACBCABBCACBA PPPPPPPPPPPPPPPPPP +++++=

Voorbeeld (4/5)
1/41/41/2Afw.:
1/52/52/5Voor:
CBA
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5) Kans dat persoon die B wil spreken meer dan 3x moet bellen

Aanwezigheid van B bij eerste oproep vertelt niets over de 
aanwezigheid van B bij de tweede oproep, etc. Deze
gebeurtenissen zijn bovendien onafhankelijk. Vandaar:

321 BBB PPPP =

PRODUCTREGEL

64
1

4
1

4
1

4
1 ==

De kans dat B niet aanwezig is bij elk van de oproepen is dan:

Voorbeeld (5/5)
1/41/41/2Afw.:
1/52/52/5Voor:
CBA

Permutaties, Variaties & Combinaties
Permutatie: Beschikt men over N elementen, dan kan men 
die op verschillende manieren rangschikken:

!1.2.3)...2)(1( NNNNPN =−−=

Variatie: Op hoeveel manieren kan men uit N elementen n
elementen kiezen, waarbij de volgorde van belang is?

)!(
!
nN

NV n
N −
=

Combinatie: Op hoeveel manieren kan men uit N elementen
n elementen kiezen, waarbij de volgorde niet van belang is?

)!(!
!

nNn
NCn

N −
=
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Medische statistiek
Sensitiviteit: Kans op een abnormaal resultaat bij

aanwezigheid van ziekte.

Specificiteit: Kans op een normaal resultaat bij afwezigheid
van ziekte.

Prevalentie: Algemene kans dat een individu binnen de 
geteste populatie aan de ziekte lijdt.

1 - sensitiviteit =  FOUT-NEGATIEF KANS

1 - specificiteit =  FOUT-POSITIEF KANS

VOORAFKANS

Medische statistiek

63961227GEEN 
borst-kanker

973663310TOTAAL

33451283WEL borst-
kanker

TOTAAL
Geen

afwijkende
cellen

Afwijkende
cellen

TESTUITKOMST

Sensitiviteit: 85,0334/283 =

Specificiteit: 96,0639/612 =

Prevalentie: 34,0973/334 =

Fout-negatief kans: 
Fout-positief kans: 

15,0

04,0
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Medische statistiek

(1-prev)(spec)(1-prev)(1-spec)(1-prev)Ziekte afwezig

1P(T-)P(T+)TOTAAL

(prev)(1-sens)(prev)(sens)(prev)Ziekte aanwezig
TOTAAL

Normale
testuitslag

Abnormale
testuitslag

• Kans “ziek” bij
“afwijkende” test: )1)(1())((

))(()|(
prevspecprevsens

prevsensTDP
−−+

=+

Voorspellende waarde

• Kans “niet ziek” bij
normale uitslag: ))(1()1)((

)1)(()|(
prevsensprevspec

prevspecTDP
−+−

−
=−−

Ideale test: (sens)=(spec)=1, want voorspellende waarde 1 

Statistiek: enkele begrippen
Populatie: de gehele groep waarop men een meting wil

uitvoeren.

Steekproef: door eerlijk toeval, aselect gekozen uit een
populatie

Veranderlijken: 1) discrete veranderlijken
2) continue veranderlijken

Frequenties: 1) absolute frequentie
2) relatieve frequentie
3) cumulatieve absolute frequentie

4) cumulatieve relatieve frequentie

ig
if

∑
=

i

k
kg

1

∑
=

i

k
kf

1
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Punt- of staafdiagram

1,00100

0,04
0,09
0,17
0,30
0,47
0,65
0,80
0,89
0,93
0,97
1,00

4
9
17
30
47
65
80
89
93
97

100

0,04
0,05
0,08
0,13
0,17
0,18
0,15
0,09
0,04
0,04
0,03

4
5
8

13
17
18
15
9
4
4
3

2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

Cum fiCum. gifigixii

ig

Voor discrete veranderlijken wordt de frequentie voorge-
steld als punten (puntdiagram) of punten die verbonden zijn
via vertikale lijnen met de abscis (staafdiagram).

Voorbeeld: 100 maal werpen met 2 dobbelstenen

ig

ix

Histogram

1,00100

10
40
20
10
5
10

0-1
1-2
2-3
3-4
4-5

5-10

frequentieLeeftijd
(jaar)

Voor continue veranderlijken wordt een grafische voorstelling
geconstrueerd, bestaande uit rechthoeken met basis ∆xi, 
gecentreerd rond xi en hoogte zodanig dat de oppervlakte
evenredig is met de absolute frequentie.
Voorbeeld: Een bep. kinderziekte veroorzaakt vaak de 
dood. De tabel geeft informatie over de leeftijd van 95  
kinderen overleden als gevolg van deze ziekte. 
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Cumulatieve distributie
Cumulatieve verdelingen worden gevormd door partiële
sommatie van de kansen.

Centrale waarden

Populatie:

∑

∑

=

== k

i
i

k

i
ii

f

xf
x

1

1

∑
=

=
N

i
ix

N 1

1µ

Steekproef:

∑
=

=
n

i
ix

n
x

1

1

Schatter voor de gemiddelde
waarde van de populatie:

• modus: meest voorkomende waarde
• mediaan:  middenste waarde

• gemiddelde: rekenkundig gemiddelde
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Spreidingsmaten
Populatie

( )∑
=

−=
N

i
ix

N 1

21 µσ

Steekproef

Standaard-
afwijking: ( )∑

=

−
−

=
n

i
i xx

n
S

1

2

1
1

Variantie: ( )∑
=

−=
N

i
ix

N 1

22 1 µσ ( )∑
=

−
−

=
n

i
i xx

n
S

1

22

1
1

( )

1
1

1

2

−

−
=

∑

∑

=

=
k

i
i

k

i
ii

f

xxf

Merk op:
ν

SSqS =2

SSq : sum of squares
ν : aantal vrijheidsgraden

( )
2

1

1

1

21

1

21 ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−=− ∑∑∑

===

n

i
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n

i
in

n

i
in xxxx 22 xx −=

Distributies
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Binomiale verdeling
Beschouw een populatie met de meest eenvoudige verdeling: 
de dichotomie. De elementen kunnen hierbij slechts 2 
kenmerken aannemen: kenmerk A of kenmerk B.

xNxxNxx
NpN qp

xNx
NqpCxf −−

−
==

)!(!
!)(,

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=
=
=
=

q
p
x
N aantal elementen v.e. aselecte steekproef

aantal elementen met kenmerk A
kans op kenmerk A
kans op kenmerk B

Stel:

Dan is de kans dat een aselecte proef x elementen oplevert:

Dit wordt de binomiale verdeling genoemd.

p−= 1

Parameters v.e. bionomiale verdeling
Het gemiddelde waarde van de binomiale verdeling:

Men bewijst analoog dat: variantie:

xNx
N

x

qp
xNx

Nx −

= −
= ∑ )!(!

!
0

µ

)1(2 pnpnpq −==σ

npq=σ

xNx
N

x

qp
xNx

Nx −

= −
= ∑ )!(!

!
1

µ ∑
=

−−

−−
−

=
N

x

xNx qp
xNx

NNp
1

1

)!()!1(
)!1(

∑
−

=

−−

−−
−

=
1

0

1

)!1(!
)!1(N

x

xNxqp
xNx

NNp ∑
−

=

−−
−=

1

0

1
1

N

x

xNxx
N qpCNp

1)( −+= NqpNp Np=

Bijgevolg: Np=µ

standaardafwijking:
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Binomiale verdeling: voorbeelden

Voor p=0,1 is de verdeling geconcentreerd rond lage
waarden van x, met zeer lage kansen op hoge waarden. 
Merk op dat de verdeling asymmetrisch is. Voor p=q=0,5 
is de spreiding het grootst.

xxx qpCf −= 10
10 )10( =N

Binomiale verdeling: vb

0,0677
0,2600
0,3747
0,2400
0,0576

(0,51)4

(0,49) (0,51)3

(0,49)2(0,51)2

(0,49)3(0,51)
(0,49)4

1
4
6
4
1

0
1
2
3
4

Kans
f (x)

Aantal
meisjes x

Aantal meisjes in families met 4 kinderen. Volgens bepaalde 
gegevens is de kans op geboorte v.e. meisje: p=0,49

xxxCxf −= 4
4 )51,0()49,0()(

xC4

Merk op: ook hier is de som der probabiliteiten gelijk aan 1

Geslacht laatst geboren kind is onafhankelijk v.h. geslacht
van de andere kinderen. Ook dichotomie. 
Daarom: binomiaalverdeling:
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Poisson verdeling
Als men te doen heeft met het voorkomen van 
• onderling onafhankelijke, geïsoleerde gebeurtenissen
• een continuum van tijd of ruimte,
• een groot aantal gebeurtenissen (in feite ∞ groot)
• een zeer kleine kans op voorkomen  (p<<1)
dan is de kans op x gebeurtenissen:

!
)(

x
exf

x µ

µ
µ −

=

De Poissonverdeling is dus een goede benadering van de 
binomiale verdeling met 11, <<>>= penNpNµ

met  µ = het gemiddelde = σ2 (variantie).

Poissonverdeling

xNxx
NpN qpCxf −=)(,

Binomialeverdeling

Poisson verdeling
Afleiding

Nu is:

xNxx
NpN qpCxf −=)(,

xNx pp
xxN

N −−
−

= )1(
!)!(

!

)1)...(2)(1(
)!(

!
+−−−=

−
xNNNN

xN
N xN≅

N
x

pN p
x

Npxf )1(
!
)()(, −≅

Verder is: 11)1( ≅≅− xxp zodat:

x

N
x

p
pp

xxN
N

)1(
)1(

!)!(
!

−
−

−
=

pp
x

x µµ )1(
!

−= [ ]µµ pp
x

x 1

)1(
!
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Wegens:
n

n n
e ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

∞→

11lim volgt tenslotte:

0; →∞→ pNxNxx
NpN qpCxf −=)(, !

)(
x
exf

x µ

µ
µ −

=

0; →∞→ pN

of:
n

n n
e

−

−∞→
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

11lim
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Poisson verdeling: vb

3012,0
!0

2,1)0(
2,10

==
−ef

Gemiddeld aantal drukfouten per blad in een boek: 1,2.
Bereken de kans dat op een blad 
a) geen fouten voorkomen    b) 3 of meer fouten voorkomen 

!
2,1)(

2,1

x
exf

x −

=µ

a) Geen fouten: P=0,301
b) 3 of meer fouten: 1-(0,3012+0,3614+0,2169)=0,1205

Distributie? p<<1 en n>>1 Poissonverdeling

3614,0
!1

2,1)1(
2,11

==
−ef

2169,0
!2

2,1)2(
2,12

==
−ef

0867,0
!3

2,1)3(
2,13

==
−ef

...

)(xfµ

Limiet van de binomiale verdeling

Binomiaalverdelingen voor verschillende n met p =0,37 
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Normale verdeling
De normale verdeling is de kansverdeling van een continu
verdeelde grootheid x, gespecifieerd door:

2

2

2
)(

2
1)( σ

µ

πσ

−
−

=
x

exf

Merk op: De Gauss-curve is steeds symmetrisch rond µ

met µ het gemiddelde en 
σ de standaardafwijking

µ σµ +σµ −

σ2

%7,99]3,3[
%4,95]2,2[
%2,68],[

→+−
→+−
→+−

σµσµ
σµσµ

σµσµ

Een normaal verdeelde grootheid x met gemiddelde µ en 
standaardafwijking σ kan door een standaardisering worden
omgezet in een standaard normaal verdeelde variabele z
met gemiddelde 0 en standaardafwijking 1:

Standaardnormale verdeling

( ) σµ /−= xz

3µ
2µ

1µ

0µ 0 z

x
x

x

x

1σσ =

2σσ = 3σσ =

0σσ =
1=σ

i

ixz
σ
µ−

=
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Standaardnormale verdeling

dxez
z x

∫
−

=
0

2

2

2
1)(
π

ψ

2

2

2
1)(

z

ez
−

=
π

φ

σ
µ−

=
xz

2

2

2
2

)(

2
1)( σ

µ

πσ

−
−

=
x

exf

0 z

Transformatie:

Standaardnormale verdeling

σ
µ−= xz)(xf

)(zφ

µ
0

?)( xkxP ≥

xk

?)( zkzP ≥
zk

TABEL)(5.0)( zkxP x ψ−=≥

),()( σµNxf = )1,0()( Nz =φσ
µ−= xz

Zowel φ(z) als zijn integraal ψ(z) worden getabelleerd.

)(1 zkzP ≤− ))(5,0(1 zψ+−= )(5,0 zψ−=

σ
µ−= xk

zk

=≥ )( zkzP

Dan:
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Binomiale verdeling (discreet)

• Dichotome verdeling
• Afhankelijk van N en p
• Exact, maar moeilijk te berekenen voor grote N

Samenvatting

xNxx
NpN qpCxf −=)(,

Poisson verdeling (discreet)

• Benadering van de binomiale verdeling 
voor N→∞, p→0 en Np klein

• Slechts 1 parameter: µ=σ2

Gauss verdeling (continu)

• Benadering van de binomiale
verdeling voor N→∞ en Np groot

!
)(

x
exf

x µ

µ
µ −

=

( )2
22

2,
2
1)( σ

µ

σµ
πσ

x

exf
−

−
=

Chi-kwadraat toets
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Toetsingstheorie
Een statistische toets is een methode voor het toetsen van 
onderstellingen (hypotheses) omtrent niet geheel bekende
populatieverdelingen, op basis van aselecte steekproeven.

• Nulhypothese H0 (“hypothesis of no difference”) en H1 de 
alternatieve hypothese

• Onbetrouwbaarheidsdrempel p
• Keuze van toets en toetsingsgrootheid (test statistic) 

waarvan de kansverdeling bij geldige H0 bekend
• Opstellen van het beslissingsschema
• Uit waarnemingen van aselecte steekproef de 

toetsingsgrootheid berekenen. Hieruit de nulhypothese 
verwerpen of aanvaarden

De chi-kwadraat verdeling
De χ2-toets dient om na te gaan of waarnemingen afkomstig
zijn uit een volledig bekende distributie.

De toetsingsgrootheid: ( )∑
=

−
=

ν

σ
µ

1
2

2

i i

iixG

met 
• xi de waarneming
• µi de verwachtingswaarde
• σi de standaardafwijking

volgt een χ2 verdeling
met ν vrijheidsgraden:

Merk op: G is een onbenoemd,
positief getal.

2
νχ
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Chi-kwadraat toets: vb
Stel dat men theoretisch verwacht dat de betrekking
geldt. Men meet:

Toetsing:

Tabelwaarde:

ta 23+=

13,011,09,07,05,0ai (berekend)
13,1    0,311,4    0,38,6    0,37,2    0,24,9    0,2xi (gemeten)

54321ti

92,4...
)2,0(

)0,72,7(
)2,0(

)0,59,4()(
2

2

2

2

1
2

2

=+
−

+
−

=
−

= ∑
=

n

i i

ii afG
σ

Uit de waarnemingen werd geen enkele parameter geschat
zodat ν=5.

07,11
5
05,02 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=
ν

χ
p

Gezien 11,07 veel groter is dan 4,92 voldoen de metingen
goed aan het vooropgestelde verband.

± ± ± ± ±

Populatie met r categorieën: vb
Gegeven: twee variëteiten ‘reukerwten’

• Purperen bloemen, lange stuifmeelkorrels
• Rode bloemen, ronde stuifmeelkorrels

Theorie Mendel:
• tweede hybride generatie geeft 4 types (categorieën)
• verhoudingen 9:3:3:1

Vraag: klopt de theorie met de waarnemingen? 

Waarnemingen: (256 planten)

191/16rood, rond
303/16rood, lang
303/16purper, rond
1779/16purper, lang

Waargenomen frequentiesTheoretische kanstype
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Populatie met r categorieën

• Alle elementen van een populatie vertonen één van de 
kenmerken van een categorisch systeem met r categorieën. 

(in vb: welk kenmerk? Hoeveel categorieën?)
• Pi is de kans van categorie I
• Probleemstelling: toetsen van nulhypothese H0

Toetsing
vergelijken van de waargenomen en verwachte frequenties

fi = waargenomen frequentie in categorie i     (som=n) 
ei = nPi = verwachte frequentie in categorie i onder H0

rPPPH r /1...: 210 ====

mbaPPPH r :...:::...::: 210 =

Vb:

Vb:

r categorieën

Populatie met r categorieën
Methode

Maat: Toetsingsgrootheid G:
( )∑

=

−
=

r

i i

ii

e
efG

1

2

G = ‘gestandaardiseerd verschil’

• discreet
• positief
• als alle verschillen nul zijn, is G=0
• hoe slechter de overeenstemming, hoe groter de 

verschillen, en dus hoe groter G

Bij verwachte frequenties ≥5 volgt G onder H0 bij benadering
een chi-kwadraat verdeling met  r-1 vrijheidsgraden.
Eenzijdige toetsing.
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Populatie met r categorieën: vb
Nulhypothese:  H0:   P1: P2: P3: P4 = 9:3:3:1

Besluit: De theorie van Mendel is hier niet van toepassing

Toetsingsgrootheid: 

256 x 1/16 = 16
256 x 3/16 = 48

256 x 3/16 = 48

256 x 9/16 = 144

Verwachte freq.

191/16rood, rond
303/16rood, lang

303/16purper, rond

1779/16purper, lang

Waargenomen freq.Theor. kanstype

Onbetrouwbaarheidsdrempel:  p=0,05

( ) 24
16

)1619(
48

)4830(
48

)4830(
144

)144177( 2222

1

2

=
−

+
−

+
−

+
−

=
−

= ∑
=

n

i i

ii

e
efG

Vergelijken met  χ2-verdeling (ν=3): 81,705,0 →=p 27,16001,0 →=p

Voorbeeld: k x r tabel
Vraag: Bestaat er een verband tussen type bloedgroep en 

het ontstaan van gynaecologische kanker?

Onderzoek:
• cases:  310 vrouwen met gynaecologische kanker
• controles:  300 gezonde vrouwen

Nulhypothese: bloedgroepenverdelingen komen overeen

Waarnemingen: totaalWaargenomen frequentiesBloedgroep

1055748B

610
45

249
211

300310totaal
2025AB

110139A
11398O

controlecarcinoom
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Chi-kwadraat op een k x r tabel
Toetsing: Komen k aselecte steekproeven uit dezelfde

populatie met r categorieën?

Waarneming:
• k kolommen (de steekproeven)
• r rijen (de categorieën)
• k x r  cellen  (velden)

Verwachte frequenties: product v.d. randfrequenties / totaal
aantal waarnemingen (n) 

Toetsingsgrootheid: 
( )

∑∑
= =

−
=

r

i

k

j ij

ijij

e
ef

G
1 1

2

Onder H0 volgt G bij benadering een chi-kwadraat verdeling
met (r-1)(k-1) vrijheidsgraden. Eenzijdige toetsing.

Chi-kwadraat op een k x r tabel: vb
Vraag: Bestaat er een verband tussen type bloedgroep en 

het ontstaan van gynaecologische kanker?

Berekeningen: totaalWaargenomen frequentiesBloedgroep

10557 (51,7)48 (53,3)B

610

45

249
211

300310totaal

20 (22,1)25 (22,9)AB

110 (122,4)139 (126,6)A
113 (103,8)98  (107,2)O

Controle
fij (eij)

Carcinoom
fij (eij)

( )
∑∑
= =

−
=

4

1

2

1

2

i j ij

ijij

e
ef

G

54,5=

3)12)(14( =−−=ν
05,0=p

De nulhypothese wordt verworpen als G groter is dan
82,7]05,0,3[2 === pνχ

Besluit: de nulhypothese kan niet verworpen worden
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Onvolledige k x r tabel: vb
Vraag: In een sociologisch onderzoek wordt bij jongeren

gevraagd of ze zich zorgen maken i.v.m. hun
gezondheid. Volgende tabel wordt bekomen:

Probleem: de tabel bevat 2 cellen met structurele nullen
(a priori lege cellen)

meisjesjongens

geen
algemene gezondheidstoestand
menstruatieproblemen
Fysieke ontwikkeling

Reden der bezorgdheid

1019742
31

8
7

16-17j

712057

4nvtnvt
924

12-15j16-17j12-15j

Opmerking: Bij toetsing wordt het aantal vrijheidsgraden
verminderd met het aantal a priori lege cellen.

Noemen we:                  en

Onvolledige k x r tabel
Soms: Lege velden in tabellen ten gevolge van onmogelijke

combinaties. Verwachte waarde is dus nul.

Probleem:
verwachte frequenties zijn niet meer berekenbaar met 
procedure “product marginale frequenties / n”, aangezien
hierdoor waarden gevonden worden die verschillend zijn
van 0.

Voorwaarden: 

∑
=

=
r

i
ijj ee

1
∑
=

=
k

j
iji ee

1

Deze marginale totalen voor de verwachte frequenties
moeten gelijk zijn aan de waargenomen randfrequenties

∑
=

=
r

i
ijj fn

1

en ∑
=

=
k

j
iji fn

1
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voor ‘normale’ cellen

Onvolledige k x r tabel

)0(

)0(
)1(

i

iij
ij e

ne
e =

Procedure:

Iteratieve procedure

met

1)0( =ije
0)0( =ije voor cellen met ‘a priori nullen’

• Stap 1: aanpassen startwaarden:

∑
=

=
k

j
iji ee

1

)0()0(

2915610329103
179
78
12
22

meisjesjongens

1019742
31

8
7

712057

4nvtnvt
924

2915610329103
179
78
12
22

meisjesjongens

1111
1

1
1

111

100
111

2915610329103
179
78
12
22

meisjesjongens

19.519.519.519.5
44.7

6
5.5

44.744.744.7

600
5.55.55.5

en ∑
=

=
k

j
iji fn

1

Onvolledige k x r tabel

)0(

)0(
)1(

j

jij
ij e

ne
e =

Iteratieve procedure

met

• Stap 2: aanpassen waarden van eerste iteratie:

∑
=

=
r

i
ijj ee

1

)0()0(

2915610329103
179
78
12
22

meisjesjongens

19.519.519.519.5
44.7

6
5.5

44.744.744.7

600
5.55.55.5

2915610329103
179
78
12
22

meisjesjongens

14.4226.518.1128.80
33.08

4.44
4.06

60.8518.6066.08

8.1600
7.482.298.12 21.954

12.594
77.835

178.619

• enz: itereren tot fout klein genoeg is (bv <0.01)

Tot slot: ( )
∑∑
= =

−
=

r

i

k

j ij

ijij

e
ef

G
1 1

2

en ∑
=

=
r

i
ijj fn

1
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χ2-toets voor aanpassing

Haemoglobinegehalte
wordt bepaald op bloed, 
verkregen uit een vingerprik
bij 190 6- 7-jarige kinderen.

Probleem

0> 16.25
215.75 – 16.25
315.25 – 15.75

1114.75 – 15.25
1914.25 – 14.75
2613.75 – 14.25
4613.25 – 13.75
3812.75 – 13.25
2412.25 – 12.75
1511.75 – 12.25
411.25 – 11.75
110.75 – 11.25
110.25 – 10.75
0< 10.25

Waargenomen
frequenties

Klassegrenzen
(g%)

Is dit een steekproef van een
normaal verdeeld kenmerk?

χ2-toets voor aanpassing

De chi-kwadraat toets voor aanpassing kan gebruikt worden om
na te gaan of een aselecte steekproef van n waarden afkomstig is 
uit een populatie met een bepaalde verdeling (Poisson, binomiaal, 
normaal, …)

Oplossing

Voorwaarde: aantal metingen moet groot genoeg zijn, zodat een
frequentietabel kan opgesteld worden.

Meestal wordt onder H0 de verdeling gespecifieerd, maar parame-
ter(s) niet. Die moeten dan geschat worden uit de frequentietabel.
Op de waargenomen en best passende (verwachte) verdeling
wordt dan een chi-kwadraat toets toegepast.

Poisson: 1 parameter schatten Normale: 2 parameters schatten

Aantal vrijheidsgraden: mk −−= 1ν
Bij volledig gespecifieerde verdeling valt m weg.
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Te schatten parameters:

χ2-toets voor aanpassing

4,13: =xµ

Oplossing vb

0.0068

0.0188

0.0522
0.1089
0.1690
0.2079
0.1881
0.1352
0.0722
0.0290
0.0093

0.0026

P

1.0000
0.9987
0.9932

0.9744
0.9222
0.8133
0.6443
0.4364
0.2483
0.1131
0.0409
0.0119
0.0026
0.0005
ψ(z)

> 16.25
315.75 – 16.25

2.4715.25 – 15.75

1.9514.75 – 15.25
1.4214.25 – 14.75
0.8913.75 – 14.25
0.3713.25 – 13.75
-0.1612.75 – 13.25
-0.6812.25 – 12.75
-1.2111.75 – 12.25
-1.7411.25 – 11.75
-2.2610.75 – 11.25
-2.7910.25 – 10.75
-3.32< 10.25

zKlassegrenzen (g%)

95,0: =sσ

Grenzen v.d. klasse g: [g1,g2]
Dan z , ψ(z) en P berekenen:

∫
∞−

−
=

z t

dtez 2

2

2
1)(
π

ψ

)()( 12 zzP ψψ −=

gemiddelde:
spreiding:

bovengrens ondergrens

s
xx

z
−

=

}

}

)(tabel

χ2-toets voor aanpassing

Berekenen van de 
verwachte frequenties:

Volgende stap

1.3
3.6
9.9

20.7
32.1
39.5
35.7
25.7
13.7
5.5
1.8

0.5

Verwachte
frequenties

0> 16.25
215.75 – 16.25
315.25 – 15.75

1114.75 – 15.25
1914.25 – 14.75
2613.75 – 14.25
4613.25 – 13.75
3812.75 – 13.25
2412.25 – 12.75
1511.75 – 12.25
411.25 – 11.75
110.75 – 11.25
110.25 – 10.75
0< 10.25

Waargenomen
frequenties

Klassegrenzen
(g%)

nPe ii =

Chi-kwadraat toets:
Aantal klassen = 9

}

}

}

}
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χ2-toets voor aanpassing
Laatste stap

4.9
9.9

20.7
32.1
39.5
35.7
25.7
13.7
7.8

Verwachte
frequenties

5
11
19
26
46
38
24
15
6

Waargenomen
frequenties

( ) 29.3
1

2

=
−

= ∑
=

n

i i

ii

e
efG

Nulhypothese: steekproef stamt uit een
normaalverdeling met <x>=13.4 en S=0.95.
Onbetrouwbaarheidsdrempel:  p=0.05
Onder H0 volgt de toetsingsgrootheid G 
een chi-kwadraat verdeling met 9-2-1=6 
vrijheidsgraden. We berekenen:

Uit de chi-kwadraat tabel blijkt dat H0 kan
verworpen worden indien G>12.59.

Besluit: De nulhypothese kan niet verworpen worden. Daarom is de 
verdeling niet noodzakelijk normaal, maar is het waarschijnlijk wel
geen slecht model.

Student-t toets
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Student t-toets

W. Gosset W. GossetStudent
(1876-1937)

T-toets van Student

mS
x

T 0µ−=

Toets voor het gemiddelde van één populatie. H0 : µ=µ0

Om na te gaan of een aselecte steekproef van n elementen, 
met gemiddelde <x> en spreiding S, afkomstig is uit een
normaal verdeelde populatie met bekend gemiddelde µ0 en 
onbekende spreiding σ, gebruikt men de toetsingsgrootheid:

Deze toetsingsgrootheid
volgt onder de nulhypothese
H0 (µ = µ0) een Student t-
verdeling met ν=n-1 
vrijheidsgraden. 1T 2T

met:
n

SSm =

aanvaarden
H0

verwerpen
H0

verwerpen
H0

Tabel
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T-toets van Student
Eénzijdig en tweezijdig toetsen. H0 : µ1=µ2

Tweezijdige toets
(H1 : µ1 µ2)

Eénzijdige toets

aanvaardenH0 verwerpenH0 verwerpenH0 aanvaardenH0

(H1 : µ1>µ2)

verwerpenH0verwerpenH0

aanvaarden
H0

òf (H1 : µ1<µ2)

T-toets van Student: Vb1
Uit een normaal verdeelde populatie is de volgende aselecte
steekproef afkomstig: 1,6 ; -0,8 ; 0,1 ; -0,4 ; 1,2 ; 0,7 ; 0,3 ; 0,5
Test de nulhypothese dat het populatiegemiddelde µ=0,1
bedraagt (p=0,05). Tweezijdige toets

(H1 : µ1≠µ2)

37,2− t

verwerpen
H0

aanvaarden
H0

37,2

verwerpen
H0

T  is niet gelegen in kritieke zone  :  H0 aanvaarden

mS
x

T 0µ−=
8/789,0
1,04,0 −

= 075,1=

We hebben: n=8  en ν=8-1=7 

4,0
8
1 8

1

== ∑
=i

ixx

6229,0
7

2
8
12

2 =
−

=
xx

S

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
=

7
05,0

2 ν
pt z ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
== 7

025,0
1 ν

pt z 37,2=
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T-toets van Student
Toets voor de gemiddelde van verschillen tussen gepaarde
waarnemingen. Hierbij is H0 : µd = 0

De waargenomen verschillen di = x1,i – x2,1 kunnen
beschouwd worden als een steekproef van  n elementen uit
een normaal verdeelde populatie (van verschillen) met 
(bekend) gemiddelde µd en (onbekende) standaardafwijking
σd. Men gebruikt dan de toetsingsgrootheid:

nS
d

T
d /

0−
=

Deze toetsingsgrootheid volgt onder de nulhypothese H0
(µd = 0) een Student t-verdeling met ν=n-1 vrijheidsgraden.

T-toets van Student
Toets voor de gemiddelden van twee normaal verdeelde
populaties met onbekende, maar gelijke spreiding. H0: µ1 = µ2

Beschouw populatie I en II, respectievelijk gekarakteriseerd
door N(µ1,σ) en N(µ2,σ). We nemen dus aan dat de spreiding
gelijk is. Uit beide populaties nemen we een aselecte
steekproef. Om na te gaan of µ1=µ2, gebruikt men

21

11
21

nnS

xx
T

+

−
=

Deze toetsingsgrootheid volgt onder de nulhypothese H0
(µ1=µ2) een Student t-verdeling met ν=n1+n2 -2 vrijheids-
graden.

1x

1n

2x

2n

σ
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T-toets van Student
De twee populatievarianties en       zijn onbekend maar
gelijk. De beste schatting, S2, is gegeven door: 

( )∑
=

−
−

=
1

1

2
1,1

1

2
1 1

1 n

i
i xx

n
Swaarbij en

of rechtstreeks:

2
1σ

2
2σ

2
)1()1(

21

2
22

2
11

−+
−+−

=
nn

SnSnS

( )∑
=

−
−

=
2

1

2
2,2

2

2
2 1

1 n

i
i xx

n
S

( ) ( )
221

1

2
2,2

1

2
1,1

21

−+

−+−
=

∑∑
==

nn

xxxx
S

n

i
i

n

i
i

T-toets van Student: Vb2  (1/2)
Men neemt aan dat de hoogte een plant, gegroeid gedurende
een bepaalde tijd en onder standaardcondities, normaal
verdeeld is met variantie σ2. Tien kiemplanten van variëteit I 
groeien respectievelijk: 44; 26; 1; 79; 53; 38; 62; 80; 33 en 13 
cm. Twaalf kiemplanten van variëteit II: 33; 47; 55; 39; 24; 61; 
38; 12; 26; 64; 52 en 51 cm. Ga na of de groei van beide
variëteiten gelijk is (p=0,05).

Tweezijdige toets (H0: µI=µII  ; H1: µI≠µII)

09,2− t

verwerpen
H0

aanvaarden
H0

09,2

verwerpen
H0

09,220
05,0 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=
=

ν
pt

Aantal vrijheidsgraden: ν=10+12-2=20

Aanname: σI= σII= σ

Eventueel testen met F-toets

0
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T-toets van Student: Vb2  (2/2)
Steekproef I:  44 ; 26 ; 1 ; 79 ; 53 ; 38 ; 62 ; 80 ; 33 ; 13 cm

09,2− t

verwerpen
H0

aanvaarden
H0

09,2

verwerpen
H0

T is niet gelegen in kritieke zone  :  H0 aanvaarden
21

11
nn

III

S

xx
T

+

−
=

21210
12/)502(2380610/)429(24609 22

−+
−+−

=

Steekproef II: 33 ; 47 ; 55 ; 39 ; 24 ; 61 ; 38 ; 12 ; 26 ; 64 ; 52 ; 51 cm

cmx
i

Ii 429, =∑ 22
, 24609 cmx

i
Ii =∑ cmxI 9,42=

cmx
i

i 502=∑ 22 23806 cmx
i

i =∑ cmxII 83,41=

5,450=

12
1

10
153,450
83,419,42
+

−
= 12,0=

( ) ( )
21210

// 2
,

2
,

2
,

2
,2

−+
−+−

= ∑∑∑∑ IIIIiIIiIIiIi nxxnxx
S

Methode der kleinste kwadraten
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Principe
Beschouw een stel van n onafhankelijke, Gaussisch
verdeelde waarnemingen {xi}, met xi~N(µ,σ). Wat is dan de 
beste schatting voor µ?

∑
=

−
n

i
ix

1

2)(µ

0)(
1

2 =−⇔ ∑
=

n

i
ix

d
d µ
µ

Beste schatting van µ is die waarde die de som der 
kwadratische afwijkingen t.o.v. de metingen minimaliseert.

Principe der kleinste kwadraten

=)(µf

0)(2
1

=−⇔ ∑
=
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i
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∑
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i
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1

µ ∑
=

=
n

i
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n 1

1µ̂⇔

0=
µd

df

Beste rechte
Kleinste-kwadraten vooral nuttig bij schatten van meerdere
parameters uit een reeks metingen.

baxy +=

Voorbeeld: lineaire regressie:

∑
=

−
n

i
ii yY

1

2)(

Bij waarden voor x, worden de overeenkomstige y -waarden
gemeten. De beste schatting voor de parameters a en b van het
lineair model worden bepaald door minimalisatie van:

Deze som is minimaal m.b.t. de parameters a en b indien:
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Beste rechte

Beste schatting: ( ) ∑∑
∑∑∑

−

−
=

22
ˆ

ii

iiii

xNx

yxNxy
a ( ) ∑∑
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−

−
=

22

2
ˆ

ii

iiiii

xNx

xyxyx
b

y

x

bxay ˆˆ +=

Rechte door de oorsprong
In dit geval moeten we de kwadratensom
minimaal maken.
(i.e. partiële afgeleide naar m moet 0 zijn)
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waaruit:
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