
 

vwo b1        Overzicht 1 

(forka): de formule staat op de formulekaart  
 
1 De afgeleide functie 
 
De gemiddelde groeisnelheid van de functie f op 

[ a , b ] is 
ab

)a(f)b(f
−
− . Het is de helling van de lijn door 

de punten A(a,f(a)) en B(b,f(b)). 
 
De groeisnelheid van de functie y = f(x) in het punt 
met x-coördinaat a is de helling van de raaklijn aan de 
grafiek in het punt met eerste coördinaat a. 
Als je een formule van f(x) hebt, dan kun je de helling 
goed benaderen door de gemiddelde groei van de 
functie op een klein interval waar x in ligt uit te reke-
nen met een rekenschema. 
Opmerking 
Met de ∆-notatie kunnen we dit ook zó zeggen: 

∆x = b – a en ∆y = f(b) – f(a) en dus 
ab

)a(f)b(f
−
−

 = 
x
y

∆
∆ . 

 
De groeisnelheid van de functie f in het punt met eer-

ste coördinaat x noteren we met f'(x) of met 
dx
dy . 

De functie f'(x) heet de afgeleide functie van f. De 
afgeleide functie bepalen heet: de functie differentië-
ren. 
In 1 De afgeleide functie worden de volgende regels 
voor differentiëren  afgeleid. 
• afgeleide van een machtsfunctie:  

1xx
dx
d −αα ⋅α= , voor elk getal α (forka) 

• veelvoudregel: 

)x(f
dx
da)x(fa

dx
d

⋅=⋅  (forka) voor elk getal a. 

 
Niet elke functie is in elk punt differentiëerbaar. 
 
Verder is in hoofdstuk 1 het verband tussen de opper-
vlakte onder een grafiek en de afgeleide functie aan  
de orde geweest (die zijn elkaars omgekeerde). Dit 
komt grondig aan de orde in 6 Oppervlakte en in-
houd. 
In deze samenvatting gaan we daar verder niet op in. 
 
Wat je verder moet kunnen 
• Een vergelijking opstellen van een raaklijn aan de 

grafiek van een gegeven functie 
Opmerking 
Je kunt die vergelijking ook vinden via de algemene 
vergelijking van een raaklijn op de forka. 
 
Zijdelings komt nog eens aan de orde 

• Voor positieve x heeft 10x =α oplossing: x =  α
1

10 . 
(forka) 
 
• Rijen, de Σ-notatie, de som van een  rekenkun-
dige en een meetkundige rij. 

a b 

f(b) – f(a) 

f 

x-as 

y-as 

B 
A

Voorbeeld 
f(x) = x3 
Op de grafiek ligt het punt (2,8). De helling in (2,8) is 

ongeveer 
2001,2

)2(f)001,2(f
−
−

≈ 12. 

Voorbeeld 
Als f(x) = 2x3, dan f'(x) = 6x2. 
Dus de helling van de grafiek van f  in (2,16) is 12. 

Voorbeeld 
De functie f(x) = x2 + |x – 1| is niet differentieerbaar in 
(1,1). 
Ga na dat de linker raaklijn in (1,1) helling 1 heeft en 
de rechter raaklijn in (1,1) helling 3. 
(Dus er zit een knik in de grafiek bij (1,1).) 

 

Voorbeeld 
Een vergelijking van de raaklijn in (2,16) aan de gra-
fiek van f(x) = 2x3. 
De helling is 12 (zie boven), dus vergelijking: 
y = 12x + b. 
Lijn gaat door (2,16), dus 16 = 12 ⋅ 2 + b, dus b = -8, 
dus een vergelijking is: y = 12x – 8. 
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Een rekenkundige rij is van de vorm: 
a, a + v, a + 2v, .... 
De som van een rekenkundige rij is: 
het aantal termen ⋅  het gemiddelde van de begin- en 
de eindterm. 
a  +  a + v + a + 2v  + ... +  a + (n – 1)v  =   
1n ⋅ (2a + (n – 1)v) 
Op de forka staat de (gelijkwaardige) formule: 

∑
−

=

+
1n

0k

)kva( = na + 1n(n – 1)v 

 
De som van een meetkundige rij met beginterm a en 
reden r, (r ≠ 1) 

a + ar + ar2 + ... + arn-1 = a ⋅ 
1r
1rn

−
−  

In de Σ-notatie:∑
−

=

⋅
1n

0k

kra = a ⋅ 
1r
1rn

−
− . 

 
 
 
 
 
2  Combinatoriek en kans 
 
Het aantal mogelijkheden om n dingen op een rij te 
zetten is: n! 
 
 
 
Het aantal combinaties van k uit n is n Cr k ook wel 









k
n

 genoteerd. Hierbij let je niet op de volgorde. 

Het aantal permutaties van k uit n is n Pr k. Hierbij let 
je wel op de volgorde. 
 

n Cr k = 
)!kn(!k

!n
−

 en n Pr k = 
)!kn(

!n
−

. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Veel voorkomend is: 
het aantal rijtjes van lengte 10 met 6 keer 0 en 4 keer 

1 is: 






4
10 (of wat hetzelfde is: 







6
10 ) 

 
Twee kansverdelingen komen veel voor. Zij komen 
overeen met het trekken van knikkers uit een vaas 
met witte en zwarte knikkers, waarbij je erop let hoe 
vaak je een witte knikker trekt.  

Voorbeeld 
Voor een rij un geldt: un + 1 = -1 ⋅ un – 1, n = 1, 2, ...en 
u0 = 2. 
Deze rij is meetkundig met berinterm a = 2 en reden 
r = -1. 

u0 + u1 + ... + u10 = 2 ⋅  1
1)(

2
1

11
2
1

−−
−−

 = 12 ⋅ (1 – (-1)11) 

Voorbeeld 
De rij 2, 6, 10, ...102 is  rekenkundig met verschil  
v = 2 en beginterm a = 2. Het aantal termen is (ga dat 
na): 26 
Dus: 2 + 6 + 10 + .. + 102 = 1 ⋅ 26 ⋅ (2 + 102) = 1352 

Voorbeeld 
Elke baan in de vlag heeft de kleur 
rood wit blauw of oranje. Elk van deze 
kleuren komt één keer voor. 
Er zijn dan 4! = 24 mogelijke vlaggen. 

Voorbeelden 
Je hebt 10 verschillende kleuren. Met 
vier daarvan wil je de banen van de 
vlag kleuren, alle vier verschillend van 
kleur. 
De volgorde is van belang. Het aantal 
mogelijkheden is:  

10 nPr 4 = 10 ⋅ 9 ⋅ 8 ⋅ 7 = 
!6
!10 . 

 
Je hebt 4 precies dezelfde lapjes stof. 
Die wil je alle verschillend kleuren. Je 
kunt kiezen uit 10 kleuren. 
De volgorde is niet van belang. Het 
aantal mogelijkheden is: 

10 nCr 4 = 
!4!6
!10

!4
78910
=

⋅⋅⋅  
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Laten we zeggen: je trekt 10 keer uit een vaas met 20 
witte en 50 zwarte knikkers.  
Dat kun je doen zonder terugleggen, dan noemen we 
de verdeling hypergeometrisch of met terugleggen, 
dan noemen we verdeling binomiaal.  
X is de stochast die het aantal witte knikkers telt. Dan 
zeggen we, in het geval dat er telkens teruggelegd 
wordt: X  is binomiaal verdeeld met parameters n = 10 
en p = E. 
Als X binomiaal verdeeld is met parameters p en n, 

dan is P(X = k) =  knk )p1(pk
n −−⋅⋅




 (forka). 

 
Opmerking 
In een vaas zitten 10 rode en 10 blauwe knikkers. Je 
trekt net zolang tot je 3 blauwe knikkers hebt getrok-
ken. X is het aantal keren dat je daarvoor moet trek-
ken.  
Of je nu wel of niet teruglegt, X is niet hypergeome-
trisch en ook niet binomiaal verdeeld. 
 
 
 
 
 
 
 
De verwachtingswaarde E(X) van een stochast X 
vind je door een kanstafel te maken. 
Veronderstel die ziet er zó uit: 
 
 
 
 
Dan: E(x) = p1x1 + p2x2 + ... + psxs. 
 
Er gelden de volgend regels. 
E(X1 + X2 + ... + Xk) =  E(X1) +E( X2 )+ ... + E(Xk) (forka) 
Als X binomiaal verdeeld is met parameters n en p, 
dan: E(X) = n ⋅ p (forka) 
(In feite volgt de laatste formule uit de voorlaatste, zie 
voorbeeld). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Cumulatieve binomiale kansen 
X binomiaal, dan heet  
P(X≤k) = P(x = 0) + P(X = 1) + ... + P(X = k) een cumula-
tieve kans. Deze kansen zijn op de GR te vinden on-
der binomcdf. 
 

Voorbeeld 
Je gooit 20 keer met een dobbelsteen. X is het aantal 
keren dat je zes ogen gooit. Dan is binomiaal met pa-
rameters n = 20 en p = 5. 

P(X = 3) =  17
6
53

6
1

3
20 ⋅⋅





  

Voorbeeld 
In een hoed zitten briefjes. Op 10 briefjes staat num-
mer 10, op 9 briefjes nummer 9 en op 8 briefjes num-
mer 8. Je haalt tegelijkertijd 20 briefjes uit de hoed. X 
is het aantal briefjes met een oneven nummer. 
X is hypergeometrisch verdeeld. 

P(X = 3) = 












⋅







20
27

17
18

3
9

 

  x  x1 x2           xs  
P(X = x)  p1 p2          ps 

Voorbeeld 
Je gooit drie keer met een munt. X is het aantal keren 
kop.  

x 0 1 2 3 
P(X = x) 7 I I 7 

 
E(X) =  7 ⋅ 0 + I ⋅ 1 + I ⋅ 2 + 7 ⋅ 3 = 11 

Voorbeeld 
Je gooit drie keer met een munt. X is het aantal keren 
kop. We definiëren 


 −= anders0

kopkeerdeideals1Xi  

Dan E(Xi) = 1 ⋅ 0 + 1 ⋅ 1 = 1 
X = X1 + X2 + X3 ,dus E(X) =  E(X1) + E(X2) + E(X3) = 11 
 
Met de laatste formule: 
dan is X binomiaal met parameters n = 3 en p = 1.  
Dus E(X) = 3 ⋅ 1 = 11. 

Voorbeeld 
X binomiaal met n = 10 en p = 0,3: 
P(X≤5) = binomcdf(10,0.3,5) 
P(X < 5) = binomcdf(10,0.3,4) 
P(X ≥ 5) = 1 –  binomcdf(10,0.3,4) 
P(2 < X < 9) = binomcdf(10,0.3,8) –  binomcdf(10,0.3,2)      
P(2 ≤ X ≤ 9) = binomcdf(10,0.3,9) –  binomcdf(10,0.3,1) 
Ga dat na. 
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De standaardafwijking 
Veronderstel, de stochast X heeft kansverdeling: 
 
 
 
 
 
Dan: 

Var(X) =  ∑
=

−⋅
s

0k

2
kk ))X(Ex(p  en Sd(X) =  )X(Var . 

Let op: deze formule voor Var(X) staat niet op de formulekaart. 
Voor onafhankelijke stochasten X1, X2 ,...Xn geldt: 
Var(X1+...+Xn) = Var(X1)+...+Var(Xn). 
 
Als X binomiaal is met parameters n en p, dan: 
(forka). 
 
Verder kwam nog aan de orde het binomium van 
Newton. 
(a + b)n = ∑

=

−







n

0k

knkba
k
n      met 








k
n = 

!)kn(!k
!n
−

 

 
 
 
3  Regels voor differentiëren  
 
In dit hoofdstuk worden een aantal regels voor het dif-
ferentiëren van een functie afgeleid. 
Deze staan ook op de formulekaart.  

 
functie afgeleide functie 
f(x) + g(x) f '(x) + g'(x) 
c ⋅ f(x) c ⋅ f '(x) 
f(x) ⋅ g(x) f '(x) ⋅ g(x) + f(x) ⋅ g'(x)  productregel 

)x(g
)x(f  2))x(g(

)x('g)x(f)x(g)x('f ⋅−⋅   quotiëntregel 

f(g(x))   f '(g(x)) ⋅ g'(x)  kettingregel 
 
We geven hier geen voorbeelden. 
 
Toepassingen 
• Als F'(x) > 0 voor alle x met a≤x≤b, dan is F stij-

gend op het interval [ a , b ]. 
• Als F'(x) < 0 voor alle x met a≤x≤b, dan is F dalend 

op het interval [ a , b ]. 
• Als F'(x) = 0 voor alle x met a≤x≤b, dan is F con-

stant op het interval [ a , b ]. 
 
Hieruit volgt voor een differentiëerbare functie f. 
Als (x,f(x)) een top van de grafiek is, dan is f '(x) = 0. 
 
De grafieken van de functies f en g raken elkaar in 
het punt met x = a als: 
• f(a) = g(a) en 
• f '(a) = g'(a) . 

Voorbeeld 
(a + b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4 

  x  x1 x2           xs  
P(X = x)  p1 p2          ps 

Voorbeeld 
Je gooit drie keer met een munt. X is het aantal keren 
kop.  

x 0 1 2 3 
P(X = x) 7 I I 7 

 
Dan E(X) = 11 en Var(X) =   
7 ⋅ (0 – 11)2 + I ⋅ (1  – 11)2+ I ⋅ (2  – 11)2+ 7 ⋅ (3  – 11)2 = H. 
 
Omdat X binomiaal met parameters n en p kun je ook 
de formule Var(X) = n ⋅ p(1 – p) toepassen: 
Var(X) = 3 ⋅ 1 ⋅ 1 = H dus Sd(X) = 1√3 

Voorbeeld  
f(x) = x2 + 9 en g(x) = p x . 
Voor welke p raken de grafieken van f en g elkaar ? 
Oplossing. 
Er is een getal a waarvoor f(a) = g(a) en f '(a) = g'(a). 
Dan 

 a2 + 9 = p a  en 2a = 
a2

p  ⇔ a2 + 9 = p a en p = 4a a

Substitutie geeft: a2 + 9 = 4a a  ⋅  a , dus a =  3  

Dit geeft p = 4 4 27  
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In een buigpunt is de helling van de functie maximaal 
of minimaal.  
Als de functie f tweemaal differentieerbaar is, dan is 
f "(x) = 0 als (x,f(x)) een buigpunt is. 
Een buigraaklijn is de raaklijn in een buigpunt. 
 
 
 
 
 
4  Cirkelbewegingen 
 
Definitie  
Een kogeltje draait de standaard-cirkelbeweging  
(Dat wil zeggen: het kogeltje start op t = 0 in (1,0) en 
draait rond met een hoeksnelheid van 1 rad/s over de 
cirkel met straal 1 en middelpunt O(0,0) tegen de wij-
zers van de klok in. 
Zijn positie op tijdstip t is (cos t,sin t). 
In dit hoofdstuk worden de volgende formules afgeleid 
(ze zijn ook te vinden op de formulekaart). 
 
 
cos2 t + sin2 t = 1 (Pythagoras) 
sin -t  = - sin t    sin(1π – t)  =  cos t 
cos -t =   cos t    cos(1π – t) =  sin t 
cos(t + u) = cos t cos u − sin t  sin u  
sin (t + u) = sin t  cos u + cos t sin u 
cos(t – u) = cos t cos u + sin t  sin u 
sin(t – u)  = sin t  cos u − cos t sin u 
  
Verdubbelingsformules 
sin 2t = 2 sin t cos t 
cos 2t= cos2t − sin2t = 2cos2t − 1 = 1 − 2sin2 t 
  
Differentiëren: 

xcosxsin
dx
d

= en  =xcos
dx
d -sin x 

 
Gegeven is een bewegend punt waarvan de positie 
op tijdstip t in het Oxy-vlak is (x(t),y(t)). Dan is  
• (x'(t),y'(t)) de snelheidsvector op tijdstip t, 
• v(t) = 22 ))t('y())t('x( + de grootte van de snelheid 
 op tijdstip t. 
 
De eenparige cirkelbeweging met middelpunt (m,n), 
straal r en hoeksnelheid ω heeft bewegingsvergelij-
kingen: 





−ω+=

−ω+=

)tt(sinrn)t(y
)tt(cosrm)t(x

0

0 . 

Voorbeeld  
f(x) =  20

1 x5 –  3
1 x3. Dan f"(x) = x3 – 2x 

f"(x) = 0 ⇔ x = 0 of x = 2.  
In het punt met x = 0 heeft de grafiek geen buigpunt. In 
het punt met x = 2 wel. (Dat kun je bijvoorbeeld op de 
GR zien.) De buigraaklijn is y = -1 15

1 . 

x-as 

y-as 

(cos t,sin t) 

Voorbeeld 
Een punt beweegt volgens 
x (t) = sin t + sin 2t en y(t) = cos t + cos 2t 
 
Volgens de formules geldt: x(-t) = x(t) en y(-t) = y(t) 
voor alle waarden van t, dus: de x-as is symmetrie-as 
van de baan. 
Je kunt x schrijven als sin t ⋅ (2cos t + 1) en y als 
2cos2t + cos t – 1 met behulp van verdubbelingsformu-
les. 
Het punt beweegt met snelheidsvector (x'(t),y'(t)) met 
x'(t) = cos t + 2cos 2t en y'(t) = -sin t – 2sin 2t. 
De grootte van de snelheid v(t) is: 

t2sin4t2sintsin4tsint2cos4t2costcos4tcos 2222 +⋅−++⋅+
Met behulp van Pythagoras  en de formule voor  
cos(t + u) kun je v(t) schrijven als: 
v(t) =  t3cos45 + . 

Voorbeeld  
Een kogeltje beweegt met de klok mee over de cirkel 
met middelpunt (1,2) en straal 2. Op t = 0 in het in 
(1,0) en op t = 1 in (1,4). 
Dan is een parametervoorstelling van de beweging: 





+π−+=
+π−+=

))t(sin(22)t(y
))t(cos(21)t(x

2
1
2
1
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De harmonische trilling met evenwichtsstand c, am-
plitude a en periode p is y(t) = c + a sin p

2π (t−t0). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
5  Exponentiële functies 
Een exponentiële functie is van de vorm: y = c ⋅ ax, 
waarbij c willekeurig en a > 0; a heet het grondtal van 
de exponentiële functie. 
Het blijkt  dat de afgeleide van een exponentiële func-
tie met grondtal a weer een exponentiële functie met 

grondtal a is, dus: 
dx
d ax  = ca ⋅ ax . 

Er is een getal e( ≈ 2,73) waarvoor geldt: 
dx
d ex  = ex.  

 
De inverse functie van y = ax is y = alog x, de logaritmi-
sche functie met grondtal a. De logaritmische func-
tie met grondtal e krijgt een speciale naam: de na-
tuurlijke logaritme en elog x noteren we als ln x. 

Er geldt: ca = ln a, dus: 
dx
d ax = lna ⋅ ax (forka) 

En: 
dx
d alog x = 

alnx
1
⋅

(forka) 

De volgende rekenregels voor machten en logarit-
men staan op de formulekaart. 
 
ap · aq  =  ap+q   (a > 0) 
(ap)q  =  apq    (a > 0) 
(a·b)p  =  ap · bp   (a,b > 0) 

a−p  =  
p

a
1






   = pa

1  (a > 0) 

b = ap  ⇔ a = p
1

b   (a,b > 0 , p ≠ 0) 
y = ax   ⇔ x = alog y  (a,y > 0 , a ≠ 1) 
y = ex   ⇔ x = ln y  (y > 0) 
alog uv  = alog u + alog v (a > 0 , a ≠ 1 , u,v > 0) 
alog uv   = v ⋅ alog u   (a > 0 , a ≠ 1 , u > 0) 
alog u   = 

alog
ulog

b

b
   (a,b > 0, a,b ≠ 1 , u > 0) 

Voorbeeld  
Een formule voor de harmonische beweging met 
maximum 5, minimum -1, periode π, die op t = 3π stij-
gend door de lijn y = 2 gaat heeft formule: 
y = 2 + 3 sin 2(t – 3π) 

y-as 

x-as 

Voorbeelden 
3 ⋅ ln x = ln 3x ⇔ ln x3 = ln 3x ⇒ x3 = 3x ⇔ x = 0 of x2 = 3 
⇔ x = 0, x = √3, x = -√3. Alleen x = √3 is oplossing van 
de oorspronkelijke vergelijking. 
 

2alnaln2 aee
2
==  

x
1

e
1e xln

xln ==−  

Voorbeeld  
xsine

dx
d

 = cos x ⋅  xsine  
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6  Oppervlakte en inhoud 
 
Laat f een positieve functie op het interval [a,b] zijn. 
De oppervlakte onder de grafiek tussen a en b is de 
grenswaarde van een Riemannsom Σ f(xk)∆x. 

We noteren deze grenswaarde met ∫
b

a

dx)x(f . 

We noemen ∫
b

a

dx)x(f  de integraal van a tot b van f. 

F heet primitieve functie van de functie f op het in-
terval [a,b] als F'(x) = f(x) voor alle x tussen a en b. 
 
f is een positieve functie op het interval [a,b] en F is 
een primitieve van f. 
De oppervlakte onder de grafiek van f op [a,b] is 

)a(F)b(Fdx)x(f
b

a

−=∫ . 

 
Voor een willekeurige (dus niet noodzakelijk positieve) 
functie f op [a,b] definiëren we de integraal 

∫
b

a

dx)x(f  

als de gesigneerde oppervlakte tussen de grafiek van 
f en de x-as. 
 
Hoofdstelling van de integraalrekening 

∫ =
t

a

)t(fdx)x(f
dt
d  

Dit heeft de volgende stelling tot gevolg: 
 
Als F een primitieve functie van f is, dan 

∫
b

a

dx)x(f = F(b) – F(a). 

We noteren F(b) – F(a) als b
a)x(F  

 
Er zijn veel toepassingen. We geven enkele voorbeel-
den. 
 
De oppervlakte tussen twee grafieken 
Veronderstel dat de grafiek van f op het hele interval 
[a,b] boven de grafiek van g ligt. Dan is de oppervlak-
te tussen de grafiek van f en g op [a,b]: 

dx))x(g)x(f(
b

a
∫ − . 

 
De inhoud van een omwentelingslichaam 
y = f(x) is een functie op het interval [a,b]. 
Als je het gebied tussen de grafiek van f en de x-as 
om de x-as wentelt, krijg je een lichaam met inhoud: 

dxy
b

a

2∫ π (forka) 

a b x-as 

y-as 

f 

Voorbeeld  
Een primitieve van y =  x

1 op [-3,-1] is F(x) = ln|x|. 
Een primitieve van y = ln x op  < 0,→ >  is: F(x) = x ln x – x 
Voor een lijst van primitieven: zie formulekaart . 

––
  +   

f 

x-as a b 

Voorbeeld  

=−=

π

π

π

π
∫

22

xcosdxxsin -2. 

De oppervlakte tussen de grafiek van y = sin x en de x-
as op het interval [π,2π] is 2. 

Voorbeeld 
De oppervlakte van het ge-
bied ingesloten door de gra-
fiek van de functies  
y = -x2 + 3x – 1 en y = x – 1 is: 
 

3
1

2

0
23

3
1

2

0

2

2

0

2

1xxdx)x2x(

dx))1x()1x3x((

=+−=+−

=−−−+−

∫

∫ x-as 

y = x – 1 

y = -x2 + 3x – 1 
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Als je het gebied tussen de grafiek van f en de y-as 
om de y-as wentelt, krijg je een lichaam met inhoud: 

dyx
q

p

2∫ π  

Hierbij is: p = f(a) en q = f(b) als f stijgend is  
   p = f(b) en q = f(a) als f dalend is. 
 
 
De lengte van een kromme 1 
De lengte van de grafiek van de functie f op het inter-

val [a,b] is: ∫ +
b

a

2 dx))x('f(1 (forka) 

 
 
 
 
 
 
De lengte van een kromme 2 
Een punt is op tijdstip t in (x(t),y(t)).  

Dan is ∫
b

a
dt)t(v = ∫ +

b

a

22 dt))t('y())t('x( de lengte van de 

afgelegde weg tussen de tijdstippen a en b. (forka) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7  Normale verdeling en toetsen   
Bij een discrete stochast worden de kansen in beeld 
gebracht via een histogram. 
Bij een continue stochast N hoort een verdelingsfunc-
tie. De kans dat N tussen a en b ligt is de oppervlakte 
onder de verdelingsfunctie op het interval [a,b]. Bij 
een normale verdeling is de verdelingsfunctie van de 
vorm: 

y = 
2

2
1 )x(

2
1 e µ−−

πσ
, waarbij µ de verwachtingswaarde is 

en σ de standaardafwijking (forka). 
 
De standaardnormale kromme heeft µ=0 en σ=1. Met 
behulp van de tabel kun je oppervlakte links van een 
bepaalde waarde z op de horizontale as opzoeken bij 
de standaardnormale kromme. Die oppervlakte noe-
men we Φ(z). 
 
Bij andere normale krommen kun je oppervlaktes via 
standaardiseren (='vertalen' naar de standaardnor-
male kromme) bepalen. 
 
Dat vertalen gaat met behulp van de z-waarde. 
De z-waarde van een waarneming x bepaal je met be-

hulp van de formule: z = 
σ
µ−x

 

Voorbeeld  
We bekijken nog eens het voorbeeld uit hoofdstuk 4, 
met x (t) = sin t + sin 2t en y(t) = cos t + cos 2t 
 
 
De lengte van de baan is:  

dtt3cos45
2

0
∫
π

+ . 

Met de GR vind je hiervoor: 
13,36489.. 

Voorbeeld  

y = 
1x

3
2 +

 

We wentelen het vlakdeel ingesloten door de lijn y = 1 
en de grafiek van de functie om de y-as. De inhoud is: 

3
1

3

1

3

1

2 )yyln3(dy)1
y
3(dyx −π=−π=π ∫∫  = π(3 ln 3 – 2) 

Voorbeeld  
f(x) =  2x1− op [-1,1]. De lengte van de grafiek is: 

dx
x1

1dx
x1

x1
2
1

2
1

2
1

2
1

22

2

∫∫
−−

−
=

−
+ . de GR geeft:1,047.. 

(De grafiek is 5 deel van de cirkel met middelpunt (0,0) 
en straal 1, dus de exacte lengte is 2π.) 

Voorbeeld 
De lengte van 18-jarige jongens is normaal verdeeld 
met gemiddelde µ = 182 en standaardafwijking σ = 10.  
De kans dat de lengte van een 18-jarige jongen tussen 
170,0 en 184,1 ligt komt overeen met de oppervlakte 
onder de grafiek van de verdelingsfunctie tussen 170,0 
en 184,1. 
 
 
 
De z-waarden van 170,0 en 184,1 zijn: -1,2 en 0,21. 
De oppervlakte is  
Φ(0,21) – Φ(-1,2) = 0,5382 – 0,1151 = 0,4231. 

µ  170,0 184,1
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Als een discrete stochast normaal benaderd wordt 
moet je continuïteitscorrectie toepassen.  
 
In de praktijk komt de normale verdeling veel voor. 
Met normaal-waarschijnlijkheidspapier kun je contro-
leren of een verdeling bij benadering normaal is. 
Daar-toe maak je een relatieve cumulatieve 
frequentie-verdeling. Let op hoe je klassen op de 
horizontale as uitzet. Voor details verwijs ik naar 
hoofdstuk 7, para-graaf 4, opgaven 5 en 6. Bekijk in 
die opgaven ook nog eens hoe je µ en σ af kunt 
lezen. 
 
Hypothesetoetsen 
Bij een toets horen een toetsingsgrootheid X. Er zijn 
twee hypothesen over de stochast X. 
We onderscheiden twee gevallen: X is binomiaal of X 
is normaal. 
 
Bij een binomiale stochast 
H0:  X heeft kansparameter p 
H1:  X heeft kansparameter pX > p (rechts-eenzijdig) 
 of: X heeft kansparameter pX < p (links-eenzijdig) 
 of: X heeft kansparameter pX ≠ p (tweezijdige toets) 
 
Bij een normale stochast  
H0:  X heeft gemiddelde µ = µ0 
H1:  X heeft gemiddelde µ > µ0 (rechts-eenzijdig) 
 of: X heeft gemiddelde µ < µ0 (links-eenzijdig) 
 of: X heeft gemiddelde µ ≠ µ0 (tweezijdige toets) 
 
H0 wordt verworpen als de overschrijdingskans (dat is 
de kans dat de waarde van de toetsingsgrootheid in 
het kritieke gebied ligt) kleiner is dan α (het signifi-
cantisniveau) 
 
Of de toets eenzijdig of tweezijdig is moet je meestal 
uit de context opmaken. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Voorbeeld  
De lengte van 18-jarige jongens afgerond op een ge-
heel aantal cm is bij benadering normaal verdeeld 
met µ = 182 en σ = 10. 
Laat X de afgeronde lengte zijn, en N de normale sto-
chast met µ = 182 en σ = 10, dan: 
P(X = 181) = P(180,5 ≤ N ≤ 181,5) 
P(X > 170) = P(N > 170,5) enz.. 

Voorbeeld  
Fien heeft een dobbelsteen waarmee ze opvallend vaak 
zes ogen gooit. Ze gaat de dobbelsteen testen door bij 
honderd worpen te kijken hoe vaak ze zes gooit. Dat 
blijkt 23 keer te zijn. Het significantieniveau is 0,05. 
X is het aantal keren dat er zes ogen gegooid wordt. 
Dan si X binomiaal met n = 100. 
H0: X heeft kansparameter 5 ( dobbelsteen is in orde) 
H1 X heeft kansparameter groter dan 5 (er wordt erg 

vaak zes ogen gegooid) 
H0 wordt verworpen als  
P(X≥23, met n = 100 en p = 5) < 0,005 
1 – binomcdf(100,1/6,22) ≈ 0,063.., dus H0 wordt geac-
cepteerd. 
Het kritieke gebied van de toets: P(X ≥ 23) > 0,05 en 
P(X ≥ 24) ≈1 –  binomcdf(100,1/6,23) ≈ 0,0378.. < 0,05, 
dus: 24, 25, 26,...100. 

Voorbeeld  
Jaap bestelt bij een handelaar zakken aardappelen van 
2,5 kg. Ze worden gevuld met een vulmachine met 
σ = 0,1. 
Volgens Jaap is de machine te zuinig afgesteld. De 
handelaar beweert dat de machine afgesteld is op een 
gemiddeld vulgewicht van 2,5 kg. 
Hoeveel moet het gemiddelde gewicht van een zak 
aardappelen zijn, wil de handelaar gelijk krijgen met sig-
nificantieniveau 0,05 ? 
N is het gemiddelde gewicht van een zak. 
H0: gemiddelde N = 2,5 
H1: gemiddelde N < 2,5 
H0 wordt verworpen als het gewicht van een zak onder 
de grenswaarde g komt met: P(N < g met µ = 2,5 en 
σ = 0,1) < 0,05. 
g ≈ invNorm(0.05,2.5,0.1) ≈ 2,3355.. 
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8  Trillingspatronen 
In dit hoofdstuk bekijken we eerst figuren van 
Lissajous: de banen die een punt beschrijft 
onderhevig aan een horizontale en verticale trilling.   
Een bijzonder geval 
van een Lissajous-
figuur is de ellips. 
 
 
 
De ellips met symmetriepunt (0,0) en halve 
horizontale as a en halve verticale as b heeft 
vergelijking: 

1
b
y

a
x 22

=






+






  

 
Verder komen de formules van Simpson aan de 
orde. 
sin t + sin u  = 2 sin 2

ut+ cos 2
ut−     

cos t + cos u =  2 cos 2
ut+ cos 2

ut−  

sin t − sin u  = 2 sin 2
ut− cos 2

ut+  

cos t − cos u = -2 sin 2
ut+  sin 2

ut−  (forka) 
 
Tenslotte komt de tangens aan de orde. 
Een kogeltje beweegt volgens de standaard-cirkel-
beweging en is op tijdstip t in P(cos t,sin t). 
De helling van lijn OP noemen we de tangens van t, 
kortweg: tan t.  
Als Q het snijpunt van lijn OP met de lijn x = 1 is, dan 
geldt: de y-coördinaat van Q  =  tan t. 
We hebben de volgende regels voor de tangens (ook 
op de formulekaart). 

tan t   =  
tcos
tsin  

tcos
1ttan

dt
d

2=  = tan2 t + 1 
 
Verband tussen hoeksnelheid en periode 
Een kogeltje draait gelijkmatig (eenparig) over een cir-
kel met periode p en hoeksnelheid ω. 
Dan geldt |ω| ⋅ p = 2π. 
 
 
Uit 4vwo 
Op  de formulekaart komen de sinus- en cosinusregel 
voor. Ze gelden in een driehoek. 
 
 
 
 
 
 

Sinusregel: 
αsin

a = 
βsin

b =
γsin

c   

 
Cosinusregel: c2 = a2+ b2−2ab cos γ 

Voorbeeld  
Een punt is onderhevig aan twee verticale trillingen met 
dezelfde frequentie. Dan is het resultaat weer een har-
monische trilling, bijvoorbeeld  
y1 = sin(2x) en y2 = sin(2x + 1π) 
Dan y1 + y2 = sin(2x) + sin(2x + 1π) =  
2 sin(2x + 3π)  cos-3π = √2 ⋅ sin(2x +  3π). eerste for-

mule 
Simpson 

Voorbeeld  
Een punt beweegt volgens: x = 2 cos t en y = sin t. 
De baan is een ellips met symmetriepunt O(0,0). De ho-
rizontale as is 4 en de verticale as: 2. 

x-as 

y-as 

a 

b 

Voorbeeld  
De ellips uit het vorige voorbeeld heeft vergelijking  

1
1
y

2
x 22

=






+






  ⇔ x2 + 4y2 = 4 

P(cos t,sin t) 

Voorbeeld  

tcos
1

ttan2
1ttan

dt
d

2⋅=  

A 

B 

C 

c 

a 

b 

α 

γ 

β 

Voorbeeld  
In driehoek ABC is gegeven a = 2, b = 3 en β = 30°. 
We willen weten hoe groot α is. 

αsin
a = 

βsin
b , dus: o30sin

3
sin

2
=

α
, dus sin α =  2, dus 

α = 19,47°. 
We willen ook weten hoe groot c is. 
b2 = a2 + c2 – 2ac cos β, dus: 
9 = 4 + c2 – 2c√3 ⇔ c2 – 2c√3 – 5 = 0. 
Exacte oplossingen vind je met de wortelformule (forka): 

c =  223
2

3232
±=

± . 

Alleen 223 +  is een oplossing voor c. 


